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COURS 
D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Les propriétés générales des équations et les questions 
d'Analyse qui s’y rattachent ont été développées dans 
le tome [°* de cet Ouvrage; il nous reste à traiter de la 
résolution algébrique des équations. 

Mais, bien que cette importante question soit l’objet 
principal que nous ayons en vue, nous devons exposer 
d’abord les théories partielles dont nous aurons ensuite à 
emprunter le secours. Ces théories offrent d’ailleurs un 
grand intérêt par elles-mêmes; aussi les avons-nous pré- 


sentées avec des développements étendus. 


1. 1 

















“( Ÿ Li ie 7”. | L n , THRILA L t 
| | Ê à | Le | Ten vh: We | 
É ARLL 1-7 vos F ' | Te ; 
LR RE et ré -UTÉ à) Lie OS, 
Ha Miel 10) JR PURE 
Pas id 10 mn NA CREER fie Sens NOR nr 


ASIE A NE LE je 


AU AU 2 A aa) 


| s “ | ( 9 | "A 2 F à F | | ‘ 

CHE te & ke (à hd his (CIE: 

net tb 29 QLe ME »! AL np iet tp 
Fe ù pue / HO { à: s7 

LIRE A) AAA À sy ë on LE mo Le 


4 
te 20 d. ‘ Ps 










s : s | 40 ALP A Le Pt el à tait No | 
. " 1 xl. 1 } ji L'1 i ts * en 4 + à 
: | LA lue root Snsioqnt asia EU de: ‘# 


DEN 
FIRMES MAO QITÉ ejac FT COTE AL: * AR Qi: TETE U 


Ë Micro HAE Fig 1rôb zsloir tie RE: 
NT PRIE LIT SCSRRE TS rincsdt 7. 19 1 “tu 7 


- 


| RCA I AIRES M team: : és des ÜD M 
nd ” aies Ne 


SECTION III. 


LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES ENTIERS. 


Va L À À 
A D art: puit 
| l ; EE (MECEN ! 
CN Cu LP st L \ L û 
W LT " k all LR HU 
{ : À Ï 1 " 
' ' [ L : 
; ( 
Li AC , a { VA 
PAU D } DR 
L 
4 #: h 
| » 
| ! lé 
9 ‘ ai À 
» Î LI 
L LUF à k 
» ENT PURR 
vs “ 
” PAU EN h 
{ i 
t / 12 r nur \ 
W À + N \ È (4 
\ 
ñ | PR D 
LI 44 
' 
i EL? à tige 
L 7 LE . | LC n 1 } 
‘ [ \ 
r 
F< d 
LE 
. à 


L 





# 
$ 
» … 
f A TIE \ 
. 2 
LA 
4 
b 
" 
on 
rs 
\f 
+ \ ( * 
RES ü 
à " 
4 à LOUE Ar 
à Ÿ 
"+ at ñ 
14 M : { 
i es PLUS FOUR CT 
4 f : 
à, à 





SECTION III. 


LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES ENTIERS. 





CHAPITRE PREMIER. 
DES CONGRUENCES. 


Des nombres congrus Ou équivalents. 


281. Si la différence de deux nombres entiers a et b, 
positifs ou négatifs, est divisible par un troisième nombre 
positif M, a et b sont dits congrus ou équivalents par 
rapport à M; le diviseur M est appelé le module; a et b 
sont résidus l’un de l’autre suivant le module M. 

Pour exprimer que a et b sont congrus suivant le mo- 
dule M, il suflit d'écrire 

a = b Æ un multiple de M; 


mais nous adopterons la notation plus commode de 
Gauss, et nous écrirons 


a—=b (mod.M); 


cette formule sera dite une congruence. 
Si r désigne le reste de la division de æ par M,ona 


a—r (mod. M}; 
le reste r est, si l’on veut, compris entre o et M, ou 
M M , * . . 
entre — ee EU ST d’où il suit que tout nombre a un 


résidu inférieur en valeur absolue à la moitié du module. 
On le nomme résidu minimum; mais, si l'on ne veut 
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considérer que les résidus positifs, les limites seront 


L LA . L1 L 
o et M, et le résidu minimum pourra surpasser —- 
2 


282. La notation de Gauss, pour représenter les con- 
gruences, à l'avantage de mettre en évidence l’analogie 
qui existe entre les congruences et les égalités, sans qu’il 
y ait pourtant de confusion à craindre. Nous allons faire 
voir que la plupart des transformations que l’on peut 
faire subir aux égalités peuvent être appliquées aux con- 
gruences. 


ADDITION ET SOUSTRACTION. — S1 l’on a 
a—=ù0 (mod. M), 
a'= 0" (mod. M), 
on aura aussi 
aa '=b#b (mod. M). 
Les congruences proposées expriment, en effet, que 


a — b + un multiple de M, 


a! — b' + un multiple de M; 
donc 
aEa'— bÆEb + un multiple de M, 
ou 
aa =Db#b  {mod. M). 


Ce qu'il fallait démontrer. 
MuzripzicATION. — On peut multiplier une congruence 
par un nombre enter quelconque. Car soit 
k a=0 (mod. M), 
c'est-à-dire 
a — b + un multiple de M, 
on aura aussi, quel que soit l’entier 2, 


ma ==mb + un multiple de M, 
ou 
ma=mb (mod. M). 
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On peut aussi multiplier entre elles plusieurs con- 
gruences de même module. Soient, en effet, deux con- 
gruences 

a—=b  (mod.M), 
a'=Ù (mod. M}, 
ou 
a — b + un multiple de M, 


a'= b' + un multiple de M. 
On aura, en multipliant, 


aa" —= bb’ + un multiple de M, 
ou 
aa = bb" (mod. M). 


Ce qu’il fallait démontrer. 
On voit généralement que, si l’on a 
AE 
Ch LU | (mod.M), 
am) = h{n) 
on aura aussi 


aa'...a(") = bb'...b(") (mod.M). 


ÉLÉVATION AUX PUISSANCES. — On peut élever à une 
même puissance les deux membres d’une congruence. 
Cela résulte immédiatement de ce que nous venons de 
dire au sujet de la multiplication. Si donc on a 


ab (mod. M), 
on aura aussi 
a=b" (mod. M). 


D’après cela, si 
f{x)= Aa + Ba +... 


est une fonction entière et rationnelle de x, dont les coef- 
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ficients À, B, etc., soient des nombres entiers, et que l’on 
ait 
ab (mod.M), 
on aura aussi 
f(a)=f(b) (mod.M). 

Division. — On peut diviser une congruence par un 
nombre quelconque premier avec le module. 

Soient, en effet, la congruence 


ma mb (mod. M) 
ou 

ma = mb +MX g, 
on aura, en divisant par m4, 


re. M x re 
mn 


et, si l’on suppose m premier avec M, g devra être divi- 
sible par m, et l’on aura 


a = b + un multiple de M, 
ou 
a—=b (mod.M). 


Mais ce résultat ne subsiste pas quand le nombre m"» et le 


LEA 


module M ont un diviseur commun; car soit — a frac- 
m 


. ° , . ’ . « M 
tion irréductible équivalente à —; on aura 
nt 


VIA == te 


cela exige seulement que q soît divisible par »', et on 
aura 
a—=b (mod. M'). 
On peut aussi diviser une congruence par une auire, 
pourvu que les membres de la seconde soient premiers 
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avec le module. Soient, en effet, les deux congruences 
(1) au! = bb" {mod. M), 
(2) a —=b (mod. M). 


Désignons par r le résidu minimum de la différence 
a! — b', on aura 


(3} a'=bEr (mod. M), 


et, en multipliant les congruences (2) et (2) l’une par 
l’autre, 


(4) aa = bb'Æbr (mod. M). 
Des congruences (1) et (4) on déduit 
br—=0o (mod. M): 
or M est premier avec D, par hypothèse: donc 


r=—=0 (mod.M), 
ou 
ko; 


puisque 7'<{ M. On a par conséquent 
a'= 0" (mod. M), 


ce qu'il fallait démontrer. 


Du nombre qui exprime combien il y a de nombres 
premiers à un nombre donné et non supérieurs & ce 
nombre. 


283. Lemme. — Si l’on multiplie les termes de la 
suite 


(1) INU2S SEMAINES 5 
par un entier a premier avec M, les produits obtenus 


(2) a, 24, 3a,..., (M—t1)a 
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seront respectivement congrus, suivant le module M, 
aux nombres (1), abstraction faite de l’ordre. 


En effet, l’un des nombres (2), ma, par exemple, ne 
saurait être divisible par M, puisque M est premier avec a 
et qu’il est supérieur à m; la même chose a lieu, à l'égard 
de la différence ma — m'a de deux termes de la suite (2), 
car cette différence est aussi un terme de la même suite. 
Il résulte de là que si l’on prend les résidus minima posi- 
tifs des nombres (1), par rapport à M, ces résidus seront 
tous différents et aucun d’eux ne sera nul ; ce seront donc, 
dans un certain ordre, les nombres de la suite (1). 


Corozratre. — Si le nombre M est premier à à, les 
termes de la progression arithmétique 
(1) cyc+a, c+2a,..., c+(M—1)a, 


sont respectivement congrus, suivant le module M, quel 
que soit l’entier c, aux nombres 


(2) 0,102 MS MT). 


En effet, d’après le lemme précédent, les nombres (1) 
sont respectivement congrus à 


Cy CHI, c+H2,:.., c+(M—i1), 


et il est évident que ces derniers sont congrus aux nom- 
bres (2), suivant le module M. 


284. Nous emploierons le symbole Q (M) pour dési- 
gner combien 1l y a de nombres premiers à Met ron 
supérieurs à M. D’après cette définition, on a évidemment 


(9 (1) ral 
Taéonème. — Si M désigne le produit de plusieurs 
nombres a, b,..…., l, premiers entre eux deux à deux, 


On AUI'4 
e(M)=vy(a)g(b)...e (1). 
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Prenons d’abord le cas de deux facteurs, et soit 
ME tabs 


a et b désignant des nombres premiers entre eux. Les ab 
premiers nombres peuvent être disposés comme il suit : 


1 2:08: ksuass b, 
b +17, bH 2,8 b+k,..…., _b+b, 
20 +7, DL, 25) 2D+ k,..., 20 + D, 


(a—i)b+i, (a—1)b+2,..., (a—1)b+%,..., (a—1)bd +b. 


Considérons l’une des colonnes verticales de ce tableau, 
par exemple celle qui commence par k. Si k est premier 
avec b, il en sera de même de tous les autres termes de la 
colonne; au contraire si À et b ont un diviseur commun 
autre que 1, il n’y aura dans la colonne aucun nombre 
premier avec b. D'ailleurs, la première ligne du tableau 
renferme ®(b) nombres premiers avec b; donc le ta- 
bleau entier renferme © (b) colonnes verticales dont tous 
les termes sont premiers à D, et qui épuisent tous les 
nombres de cette espèce non supérieurs à M. Supposons 
que À soit premier avec b; la colonne verticale qui com- 
mence par À est une progression arithmétique dont les 
termes sont respectivement congrus, suivant le module a, 
aux nombres 0, 1, 2,..., (a—1); cette dernière suite 
contient 6 (a) nombres premiers à a, et, par conséquent, 
la colonne que nous considérons en renferme un pareil 
nombre. De tout cela il résulte que notre tableau renferme 
p(a)>x<4(b) nombres premiers à & et à b, c’est-à-dire 
premiers au produit ab; on a donc 


p(M)—y(a)p(d). 
Passons maintenant au cas général où l’on a 


Mama, 
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a, b, c,..., l étant des nombres premiers entre eux, 
deux à deux. On aura successivement 


LNCR EME 


ce qui achève la démonstration du théorème énoncé. 


285. Le théorème précédent fournit un moyen très- 
simple de trouver la valeur de o (M). 

Lorsque M est égal à un nombre premier p, il est 
évident que les nombres premiers à M — p, et non su- 
périeurs à ce nombre, sont 


ET Re 
on a donc 
g(P)=p —7. 
Lorsque M est égal à une puissance p” d'un nombre 
premier p, il est évident que la suite des p”" nombres 


y — 1 


DA LL SE on 


renferme tous les nombres non supérieurs à M qui ad- 
mettent p pour diviseur ; on a donc 


I y 


DUAL Die pie po CRI U 


I 
(M =u (ri). 
p(M) 5 


ou 


Considérons le cas général ; soient p, g, r,..., les fac- 
teurs premiers inégaux de M, et supposons 


Mi pq raie, 


SECTION III. — CHAPITRE I. 13 


’, , À,... étant des exposants entiers. On aura (n° 284) 


(M) =e(p)e(gt)e (rt)... 


d’ailleurs 
(des free a 
PAPY AT D, 
OR) 1e Re 
19 Y 9 (: TE 
CVS RME ME VA Er 
o(r)=7r £ : : 
donc 
is ne SA DE (ie à) (2 ) 
Pa te 2 A eZ: 


ou 


mn (=) (=) (ee 


Il importe de remarquer que, si M est un nombre impair, 
on a 
p(2M) —o(2)9(M); 
or (2) —1, donc 
e(2M)=+ (M). 
286. Il convient de remarquer encore le théorème 
suivant qui nous sera très-utile dans la suite : 


Tuéorbme. — Si d, d', d",... désignent la suite des 
diviseurs du nombre M, parmi lesquels figurent l'unité 


et le nombre M lui-méme, on a 
o(d) + p(d’) +o(d”)+...—M. 


En effet, soit 
M=2p? 9!" Fe ls 


P» QT... étant des nombres premiers inégaux; les di- 
viseurs d, d', d!,... ne seront autre chose que les 
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termes du polynôme égal au produit 
(ip+p+ tp) (1+g+ ge +") trtstrl) 
L'un quelconque des termes du polynôme dont il s’agit a 
la forme p“q°r?/...; d’ailleurs l'égalité 
DE DE d re 
entraine 
6 , 
gta) = g(p")p(g")e(r?).. 

donc la somme de toutes les quantités o (d) sera le pro- 
duit des polynômes + 

1 op) +g(p) +... +o(p), 

1 + p(g) + og) +... +e(gf), 

1+o(r)+g(rt) ++ ot), 


Le  . 


Le premier de ces polynômes a pour valeur 
1+(p—i)(bpæpæihepTrl)=p}, 


et l’on voit de même que les polynômes suivants ont res- 


pectivement pour valeurs g”, r/,...3 on a donc 


o(d)+e(d')+o(d”) +. ….—p'atrt...—=M. 


Des congruences en général. 


287. La théorie des nombres résout sur les con- 
gruences le même problème que PAlgèbre ordinaire sur 
les équations; elle se propose, en particulier, de trouver 
les valeurs de x qui satisfont à une congruence telle que 


f(x)=0o (mod. M), 


où f(x) désigne un polynôme entier et rationnel dont 
les coeflicients sont des nombres entiers. Si l’on satis- 
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fait à cette congruence, en faisant x = a, on y satisfera 
aussi, d’après une remarque précédente, en faisant, quel 
que soit l’entier #, x = a + kM; d'ou il suit que chaque 
solution en donne une infinité d’autres, mais qui sont 
ioutes équivalentes suivant le module M. Les diverses 
solutions renfermées dans une même formule a + kÀM 
peuvent se déduire de l’une quelconque d’entre elles; 
d’ailleurs, on peut disposer de l’entier À de manière que 


: à M M 
a+ kM soit compris entre — e cie Aou entre oO 


et M; il n’y a donc lieu de s'occuper que des solutions 
comprises entre ces limites. 
Cela posé, nous appellerons racines de la congruence 


f(x)=o (mod.M), 


les diverses valeurs de x comprises entre o et M, qui ren- 
dent f (x) divisible par M. 

Une congruence est 2dentique lorsque tous ses coefli- 
cients sont divisibles par le module, et elle est évidem- 
ment impossible lorsque ses coeflicients sont divisibles 
par l’un des facteurs du module, à l’exception du terme 
indépendant de x. 

SiF (x) désigne un polynôme entier et rationnel, ayant 
pour coefficients des nombres entiers, on peut substituer 
à la congruence 


f(x)=0 (mod. M) 
la congruence équivalente 
f(x) + MF(x)=o (mod.M), 
et disposer ensuite des coefficients indéterminés de F{(x), 


: Ne 
pour rabaïsser au-dessous de M, et même de si l’on 


veut, tous les coefficients de la congruence. 
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Des congruences du premier degré. 


288. La congruence du premier degré 
(1) ax +—b—=o (mod.M) 
peut se mettre sous la forme 
(2) ax + b—Mry, 


et la recherche de ses racines est ramenée à celle des so- 
lutions en nombres entiers de l’équation (2) qui renferme 
les deux inconnues x et y. Si a et M sont premiers entre 
eux, l'équation (2) est toujours résoluble en nombres en- 
tiers; on obtient une première solution xç, y, (n° 15) 


, . «a . . ‘ . 
par la réduction de N © fraction continue ; après quoi 
toutes les solutions sont données par les formules 

LL EMI, VE Fotitts 


où t désigne une indéterminée. On peut disposer de cette 
indéterminée de manière à obtenir une valeur de x com- 
prise entre o el M, et si l’on représente cette valeur par x, 
les autres valeurs de x continueront à être données par 
la première des formules qui précèdent. 

1] résulte de là que la congruence du premier degré (1) 
n'admet qu’une seule racine, quel que soit le module, 
lorsque le coeflicient de l’inconnue est premier avec ce 
module. 

On arrive à la même conclusion au moyen du lemme 
du n° 283 (Corozzarre). Effectivement, si l’on donne à x 
les M valeurs 

OS TS En NIET Eros 


le premier membre de la congruence (1) prendra M va- 
leurs incongrues suivant le module M; l’une de ces va- 
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leurs sera donc nulle, relativement à ce module, et la va- 
leur correspondante de x sera la racine demandée. 
Si x, désigne cette racine, on peut écrire 


DE —- (mod. M), 
comme Gauss l’a proposé. 

Si le coefficient a n’est pas premier avec le module M 
et que d désigne le plus grand commun diviseur de ces 
deux nombres, la congruence (r) ne sera résoluble que 
si b est divisible par d. Quand il en est ainsi, la con- 
gruence, divisée par d, devient 


a (PIRE ( RER 
(3) sr+5=o mod. >: 


L 


on rentre alors dans le cas que nous venons d'examiner. 
Soit x, la racine de la congruence (3), les valeurs de x 
qui pourront y satisfaire seront toutes comprises dans la 


formule 


M 
FAR A PEN RE 


et on voit que la proposée admettra les d racines 


M 2M (d—1)M 
Los To H 9 Lo see Lo + ————; 


d d d 
qui sont incongrues suivant le module M. 


289. Lorsque le module M est un nombre composé, la 
résolution de la congruence 


(1) ax+b=o (mod.M), 


où l’on suppose a premier avec M, peut être ramenée à 
celle d’autres congruences dans chacune desquelles le 
module est un facteur de M. 

11: S 
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Soit, en effet, 
M = M, M;, 


M, et M, étant des nombres entiers. 


Il est évident que la racine de la congruence (1) doit 
satisfaire à la congruence 


(2) azx+b=o (mod.M,); 


désignons par « la racine de cette congruence : les valeurs 
de x qui satisfont à la proposée seront de la forme 


Pia NE, 


x; étant une indéterminée, et en substituant cette valeur 
il viendra 


(ax+ b)+ Max, =o (mod.M). 


Par hypothèse, aa + b est divisible par M, ; si donc on 
pose 
Fr FU b., 
M, 


la précédente congruence divisée par M, deviendra 
ax; + b,=0o (mod. M). 


Si lon désigne par «; la racine de cette nouvelle con- 
gruence, la formule 
x a+Ma, 


donnera Ja racine de la proposée. 
On conclut de là que si l’on a 


M re M, M.. . .M;, 


M;, M,,..., M; étant des nombres entiers, la résolution 
de la congruence 


ar +b=o (mod. M) 
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peut être ramenée à celle d’autres congruences de la forme 


ax + b =o (mod,Mi), 
ax + b=o (mod.M:) 


CA À ho br = O (mod. M4) : 


En particulier, on peut prendre pour les nombres M,, 
M, ,..., les facteurs premiers dont le module est le pro- 
duit. 


ExemPze, — Soit la congruence 
1237x — 4096=0 (mod.675). 
Le module 675 est égal au produit 27 X 25; on peut 
donc commencer par résoudre la congruence 
_1287x — 4096=0 (mod. 27) 


qui, en rabaïissant les coeflicients au-dessous du module, 


devient 
5x—8—o (mod. 27), 


ou, si l’on veut, 
ja. S +277. 
5 
La valeur y — 1 donne x — 7; on fera, en conséquence, 
Lee 27%; 
en substituant cette valeur, la proposée devient 
1237 X 29x + 4563—=0 (mod. 27 X 26), 
ou, en divisant par 27, 


1239x +169—=0 {mod.25); 


rabaïssant les coefficients au-dessous du module 25, on 


obtient 
122, — 6—0o (mod.25), 
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ou, en divisant par 6 qui est premier avec le module, 


2% —1—=0 (mod. 25). 
On tire de là 
1+25y 
2 


Li — 








? 


et la valeur ÿ = r donne x; —13. 
La racine demandée est done 


L'on MO" S 00" 


290. On ramène au problème dont nous venons de 
nous occuper celui qui a pour objet de trouver un nom- 
bre N qui ait des résidus donnés a, 4,,4,,..., suivant 
des modules donnés M, M,,M,,.... 


Le nombre cherché N doit satisfaire aux congruences 
(1) N=a{mod.M), N=a,(mod.M,), N—=4;(mod.M,),...; 


la première donne 
N—=a+Mxz, 


ct pour que le nombre N ainsi déterminé satisfasse aussi 
à la deuxième des congruences (1), il faut que l’on ait 


a+Mx=a,(mod.M,) où Mr +{(a—a;)—=o (mod.M,). 


Si le plus grand commun diviseur 4 des nombres M 
et M, ne divise pas a — a;, le problème proposé n’ad- 
mettra pas de solution ; dans le cas contraire, la précé- 
dente congruence peut s’écrire 


N a Du a; M, 
— LI + —— —=0o Mod ess, 
d d 


et si l’on désigne par & sa racine, cette congruence ne 
sera satisfaite que par les valeurs de x données par la for- 
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mule 
M, 


DR — Lio 


d 
x, étant une indéterminée. En posant 
a + Ma = alt), 
on obtient cette expression de N 


Na 10 + tr. 
[4 


Si l’on veut que cette valeur de N satisfasse à Îa 
troisième des congruences {1}, il faudra que l’on ait 





MM 
at) + a æ—=a,; (mod. M), 
; 
ou 
MM 
æ + (a — a;)=o (mod. M,); 

is 
: 2, MM, 
si le plus grand commun diviseur d, des nombres A 


et M, ne divise pas a(1) — a;, la précédente congruence 
sera impossible ; dans le cas contraire, elle se ramènera 
à la forme 


MM, Hi) at) —. 0, 8 od M, 
—— —— == mod. — 
isa d, }’ 


et, en appelant &, sa racine, on devra poser 


M; 
Mer ET Lt 


X2 étant une indéterminée. Faisant alors 


MM, 


Z: rase a{2) 


at) + 





? 
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l'expression de N sera 

MM, M, 
—— J 


— a(2) 
N au) + da, 


On peut continuer de cette manière jusqu'à ce qu'on 
ait épuisé toutes les congruences proposées, et si l’on ne 
rencontre aucune congruence impossible, l'expression 
demandée aura la forme 


NEA PUX, 


X étant une indéterminée, et w désignant le plus petit 
commun multiple des modules M, M,, M;,.... 


291. Le cas d’un nombre m de congruences du premier 
degré, à m indéterminées, peut être résolu au moyen de 
ce qui précède. Supposons qu'on demande les systèmes 
de solutions des congruences 


GX HOT +oz +...+ku +1 æo ) 

ax +, oz ++ hu +] & | 

| HD Tes ; » (mod. M). 
Am Z + On Ÿ + Cm He + mil + In =0 


Les valeurs de l’une quelconque des inconnues, qui 
figurent dans les systèmes de solutions cherchées, dé- 
pendent d’une congruence linéaire qu’on peut facilement 
former. Effectivement on peut toujours trouver, par la 
théorie des équations du premier degré, m nombres en- 
tiers £os Étoee.s Ém—y QUI n'aient aucun diviseur commun 


- avec le module et qui satisfassent aux 77 — 1 équations 


bo Ëo + bi Ë CA CS EL be Ent 
Co En CE R + lent Em 0) 


| 


(2) 
Ko E0 + hË He + mn Em = 03 


alors, si l’on ajoute les congruences (1) après les avoir 
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multipliées par Es, É1,..., 1 respectivement, et que 
l’on fasse, pour abréger, 


AE ERA EE +... Für ErATG, 
D Ëo + HE. + Lg 5 eee 4 4 


on aura 
ax + l=0. (mod. M). 


On peut opérer de la même manière à l’égard des incon- 
nues y, Z,..., et on formera ainsi »m congruences, dont 
chacune ne contiendra qu'une seule inconnue et qui ad- 
mettront toutes les solutions du système proposé. Mais la 
réciproque de cette proposition n’a pas lieu, et il pourra 
arriver que diverses solutions du système obtenu par notre 
méthode ne conviennent point au système proposé. Dans 
la pratique, il sera en général plus simple de procéder 
par éliminations successives et de remplacer le système (1) 
par un autre dans lequel chaque congruence renferme 
une inconnue de moins que la précédente. 


Exempze. — Soient les congruences 


3x+5y+ 3 =4 
(1) 2% +37 +2:—= (mod. 12), 
5x + y+3z—=6 


que Gauss a choisies pour exemple dans ses Recherches 
arithmétiques. Si l’on tire de la première la valeur de z 
pour la porter dans les deux autres, on aura ce nouveau 
système : 

z2=4 — 3x—57y 
(2) 4x +5y=t (mod. 12); 

4x re 6 


éliminant ensuite x entre les deux dernières, on a ce 
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troisième système : 


| 


s5Â—3x—57 


hx=1—- 179 | (mod. 12). 
5y=— 5 


7 
4 


Il 


(3) 


La dernière congruence du système (3) n’a qu’une 
seule racine, qui est —r ou 11. La deuxième des con- 
gruences (3) donne ensuite 


4x=8 (mod. 12), 
ou 
£ æÆæ2 (mod.3). 


On a ainsi quatre valeurs de x, savoir : 
TJ MOI Le 
La première congruence (3), qui se réduit à 
2=9— 3%, 


à cause dey — — 1, donne les quatre valeurs correspon- 
dantes de z, savoir : 


2er 0 ONU: 


Sur Le nombre des racines de la congruence 
x—1=0 (mod. M). 


292. Pour que le produit (x +1) (x —1) soit divi- 
sible par M, il faut et il suffit que x —: contienne tous 
ceux des facteurs premiers de M qui ne figurent pas 
dans x +1; d’ailleurs x — 1 et x + 1 ne peuvent avoir 
que les diviseurs 1 et 2 communs, puisque leur différence 
est égale à 2. Donc, pour résoudre la congruence 


(1) æ'—1—=0 (mod.M), 
il suffira de poser de toutes les manières possibles 


M — AB, 
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À et B étant premiers entre eux, ou ayant 2 pour plus 
grand commun diviseur, puis de déterminer Îles valeurs 
de x qui satisfont à la fois aux deux congruences 
(2) æ+izo (mod. A), æx—1—=o (mod.B). 
On tire de la première 
t étant une indéterminée, et en substituant cette valeur 
dans la seconde congruence, il vient 
(4) At—2—=0o (mod.Bj). 

Comme le plus grand commun diviseur de À et Bestr 
ou 2, par hypothèse, la congruence (4) sera toujours pos- 
sible. Si À et B sont premiers entre eux, cette congruence 
aura une racine unique et la formule (3) donnera égale- 
lement pour x une valeur unique. Mais si À et B ont le 


diviseur commun 2, la congruence (4) divisée par 2 
deviendra 


(5) Ep s (moi ) 


2 


Les valeurs de t qui satisfont à la congruence (5) sont 
données par la formule 


B 
Bon da rs 
2 


? 2 . # C2 B 
ty étant un nombre déterminé compris entre Oo et “A 


‘et u désignant une nouvelle variable. Alors la con- 
gruence (4) a les deux racines 


B 
Es L + Fi 
et la formule (3) donne les valeurs correspondantes de x, 


M 
— LCA Lys © RAT AT APTE 
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Il importe d'examiner maintenant si l’une des racines 
de la congruence proposée peut être donnée par deux dé- 
compositions distinctes du module M : 


M—AB, M—A'B!. 


«a 


Désignons par 3 la fraction irréductible équivalente 


aux deux fractions 
A.40 A 
B'',1Bh 
lesquelles sont égales, en vertu de l'hypothèse AB — A'B'; 
on aura 
APCE EL ET A EC, 
B—)b, B—yb, 
et, par suite, 


x 
= Êa, Bi: 


FH 
À et p étant des entiers. Mais si les décompositions con- 
sidérées fournissent une même racine x de la con- 
gruence (1), les nombres À et B’ ou A’et B diviseront 
respectivement x +1 et x —1, donc ils ont pour plus 
grand commun diviseur 1 ou 2; chacun des nombres À 
et w est par suite égal à 1 ou à 2. Il résulte de là que les 
décompositions 


M ARS B RM ANR 
2 > 


sont les seules qui puissent donner une racine x déjà 
fournie par la décomposition M — AB. 

Cela posé, il est facile de déterminer le nombre N des 
racines distinctes de la congruence (1). 

Supposons d'abord que le module M soit impair et dé- 
signons par #7 le nombre de ses facteurs premiers inégaux. 
Dans le cas dont il s’agit, les décompositions M = AB 
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donnent nécessairement des racines distinctes, et il suffit 
d'avoir le nombre de ces décompositions. Or, pour for- 
mer À, on peut n’employer aucun des facteurs premiers 
de M, on aura alors À — 1; on peut introduire dans A 
un seul des z facteurs premiers de M, et on obtiendra 
ainsi z décompositions distinctes; pareïllement, on aura 
ms décompositions, en formant À avec deux des 
facteurs premiers de M, et ainsi de suite. D’après cela, on 


aura 


n n(n—1) n 
Mesh ee ne esndrechaus corretp issue 
I 1 f 


ou 
N'—= 0", 


Supposons en deuxième lieu que le module M soit 
double d’un nombre impair, et désignons par 7 comme 
précédemment le nombre des facteurs premiers impairs 


4 M RT , ms 
inéeaux de M ou de —. Considérons la décomposition 
5 ( 
2 


M — AB, 


À étant pair et B impair ; parmi les autres décompositions, 
la seule qui puisse fournir la même racine x que la pre- 
miére est 


M—-AX28B, 


et je dis qu'elle la fournit effectivement. En effet, la ra- 
cine qui répond à la première décomposition est déter- 
minée par les formules 


x——1+A{, At—2—=0 ({mod.B); 


or, À étant pair et B impair, on peut écrire 


T—=—1+--.921, —--2t—2—=0 (mod.2B), 
2 2 
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ce qui montre que cêtte valeur de x répond aussi à la se- 
conde décomposition. Il résulte de là que N est le nombre 


E 4 CC] M À 
des décompositions de = en deux facteurs premiers entre 


eux, et on aura alors 


Nes 


comme dans le premier cas. 

Supposons, enfin, que M soit divisihle par la puis- 
sance 2° de 2, p étant > r, et désignons encore par n le 
nombre des facteurs premiers impairs inégaux de M ou 


M 
de 
2° 





+ Dans ce cas, on peut rejeter toute décomposition 
NM =7AN 


dans laquelle l’un des nombres A ou B serait impair. En 
effet, supposons À pair et B impair; le raisonnement que 
nous venons de faire, à l’occasion du cas précédent, 
montre que la racine qui répond à la décomposition AB 


3 ÿ L Fra A à 
sera aussi donnée par la décomposition — >< 2B. Main- 
2 


* 


tenant une décomposition de M en deux facteurs pairs 
donne deux racines x qui sont nécessairement distinctes 
de celles fournies par une autre décomposition de la même 
espèce ; car, dans chaque décomposition, les facteurs doï- 
vent avoir 2 pour plus grand commun diviseur; donc, 
pour obtenir toutes les décompositions utiles de M, il faut 
former celles de _- et introduire ensuite 2 dans le premier 
2 

facteur, 22" dans le second, puis inversement 2°" dans 
le premier facteur et 2 dans le second. Si p = 2, ces deux 
dernières opérations rentreront évidemment l’une dans 
l’autre. 

Il résulte de là que si p — 2, c’est-à-dire si M est divi- 
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sible par 4, mais non par 8, on aura 
ING=aP'aT. 


Si p est > 2, c'est-à-dire si M est divisible par 8, on 
aura 
N —— on+2, 


Cette conclusion n’est point en défaut, quand on a M— 2°; 


MES ; AL 
dans ce cas, in admet que la seule décomposition 11. 
2 


Il faut remarquer que les racines de la congruence (2) 
sont conjuguées deux à deux, de manière que deux ra- 
cines conjuguées soient égales et de signes contraires, 
ou, si l’on veut, complémentaires au module. Il est évi- 
dent que deux racines conjuguées sont fournies par deux 


décompositions telles que AB, BA. 
CorozLaire. — La congruence 
x'—1—=0 (mod. M) 


admet un couple unique de racines conjuguées dans 
l’un des trois cas suivants : 1° si M est une puissance 
d’un nombre premier impair; 2° si M est le double 
d’une telle puissance; 3° si M est égal à 4. Dans tout 
autre cas le nombre des couples de racines conjuguées 
de la congruence est un nombre pair. 


Ce corollaire résulte immédiatement des formules par 
lesquelles nous avons exprimé le nombre N dans les 
différents cas que nous avons examinés. 


ExemPrze. — Si l'on a M — 24, on a ces quatre décom- 
positions utiles 
ANNE AO 
HE D pe 7 OT 


la congruence 
xz'— 10 (mod. 24) 
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a huit racines, savoir : 


1, 13 fournies par la décomposition 2 X 12, 


SA RE D » » 1200801 
7 19 » » ie 6, 
Er PRES » » 6 ><A 


Théorème de Fermat. 


293. Le théorème de Fermat est l’une des proposi- 
üons fondamentales de la théorie qui nous occupe; aussi 
croyons-nous utile de présenter ici les démonstrations 
diverses qu'on en a données. Ce théorème célèbre est le 
suivant : 


Taéorime. — 97 le nombre entier a n’est pas divi- 
sible par le nombre premier p, la différence aP*—1 est 
divisible par p ; en d’autres termes, on a 

aP—t=1 (mod. p). 

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Comme & et p sont pre- 
miers entre eux, par hypothèse, les nombres 
(1} a, 24, 34,..., (p —1)a 
donneront, relativement à p (n° 283), les résidus 
(D) 14280 eus (pie): 
abstraction faite de l’ordre. Le produit des nombres (1) 


est donc congru, suivant le module p, au produit des 
nombres (2), et l’on a, en conséquence, 


1.2.3...(p —1)(a-t—1)=o (mod.p). 


On. peut diviser cette congruence par le produit 
1.2.3...(p—1) qui est premier avec le module, et 
l’on a 

aPi—1=0 (mod. p). 


Ce qu'il fallait démontrer. 


SECTION III. — CHAPITRE I. ST 


Deuxième Démonsrrarion. — Si l’on élève à la puis- 


sance p le binôme 
(a—1) +1, 


dont la valeur est a, on aura 


ap = (a — Rs (a — 1} +... 
I 
(pis 1) ep) 2" 
safe He pe den 6 rat 
DR À 
dans le second membre de cette formule tous les termes 
sont divisibles par p, à l'exception du premier et du der- 


nier, car le coeflicient 
pip—1)...(p—#k+i1) 
1e cA 
est un nombre entier, et cet entier est évidemment divi- 


sible par p si k est << p. On a donc 
(mod. p), 


aP=(a—il +1 


et, en retranchant a, de part et d’autre, 
@—a—(a—i1r—{(a—1) (mod.p). 

Cette formule montre que la différence & — a n'est 
altérée que par un multiple de p, quand on diminue a 
d’une unité; il en est donc de même quand on diminue a 
d62,3,1..,4unitéss ON a, en Conséquence, 


a@—a—o (mod.p), 


et, en divisant par @a, nombre premier au module, il vient 
(mod. p). 


ap — 1=0 
TROISIÈME DÉMONSTRATION. — On a, quels que soient 


les entiers « et y, 


I 
2 Net Sat end ant A eP; 
1e #4 


LE) 


(u + p)}P = up + ls HP pe 
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nous avons vu que, dans le second membre de cette for- 
mule, tous les termes sont divisibles par p à l'exception du 
premier et du dernier; on a donc 


(u+v)=uP +w  (mod.p). 


Soient maintenant a nombres entiers &1,@,..., &ys On 
aura, d’après la formule précédente, 








(oui + a+... + a) = + (ar +... + aa Ÿ 





CS or PL en CN PP AL 


VY51.8 000 ate Te: m0 5 ee Lt Ne e Can aies, s 9» ss eo alu e + ere on de 








et, en ajoutant, 
Li — gp P En à 
(uberhs hole, Eur No cE 42 / Amos 
Supposons maintenant que les nombres #,, 4,..., a, se 
réduisent tous à l'unité, on aura 
a=œa (mod. p), 
ou, en divisant par a, 


alain abnoden) 


Théorème de Wilson. 


294. Taéonëme. — Si p est un nombre premier, la 
somme 1.2.3...(p—1)-+1 est divisible par p; en d’autres 
termes, on & 


1.2.3...(p—1)—=—1 (mod.p). 


PREMIERE DÉMONSTRATION. — Soit «a l’un quelconque 
des nombres 


(1) | 1, 2, RME TR 
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et formons les multiples de « 
(2) CAN a SEP Ta: 


Dans la suite (2), il y a un terme congru à 1, etil n'y en 
a qu'un seul; supposons que ce soit 44, on aura 


«a—=1 (mod. p}: 


Les nombres a et « sontinégaux, à moins que & ne soit égal 
à 1ou à p—1.Si, en eflet,onaz—a,a—1—{a—1)(a+1) 
est divisible par p; or p est premier, il divise donc & —: 
OU 4 +1, ei, comme a est <7 p, on a nécessairement 
= I OUa—P—I. 
Il résulte de là que les nombres 


2603 Hieaieas (NW 2) 


peuvent être associés deux à deux, de manière que le pro- 
duit de deux associés soit congru à l'unité, et, en multi- 
pliant entre elles les congruences aïnsi obtenues, on aura 


2.3.4...(p—2)=1 (mod. p); 
mulüpliant enfin parp—1,ona 


1.2.3.4...(p—1)=p—1 (mod.p), 
ou 

1.2.3.4..:(p—1)+i=o (mod.p). 
Ce qu’il fallait démontrer. 

Ce théorème est surtout remarquable en ce qu'il ex- 
prime une propriété qui appartient exclusivement aux 
nombres premiers; car, si p est un nombre composé, et 
que 0 soit un de ses diviseurs, 0 divisera le produit 
1.2.3...(p—1),et, par conséquent, il ne pourra diviser 
ce même produit augmenté de l’unité. Il en sera donc 
de même du nombre p. 


CoroLLaiRE. — T'out nombre premier p de la forme 


Ân + 1 est la somme de deux carrés. 
14 3 
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En effet, par le théorème précédent, p divise la somme 
(1.2.3... 2n)[(22+1)...4n]+1; 


mais les nombres 


DU 20 De ee Lie 


sont respectivement congrus à 


suivant le module p; donc le produit des uns est congru 
au produit des autres. D'ailleurs le nombre des facteurs 
étant pair, on peut changer leurs signes, et l’on a 


(1.2.8...2n)+1=o (mod.p); 


p divise ainsi la somme de deux carrés, et, par consé- 
quent, il est lui-même la somme de deux carrés (n° 15). 


Remarque. — Un nombre de la forme 47 +3 ne peut 
être la somme de deux carrés. En effet, tout carré pair a 
la forme 47, et tout carré impair est de la forme 4n +1; 
par conséquent, la somme de deux carrés premiers entre 
eux a toujours l’une des deux formes 4n +1 et 4n+ 2. 


DEUXIÈME DÉMONSTRATION. — On peut encore démon- 
trer le théorème de Wilson au moyen de la formule 


L n(r —31) 
AU = Uy — . Un _y + Re À Uno —... + (— A LL; 
Le 


que nous avons établie au n° 152, et qui exprime la dif- 
férence n°"° du terme u, de la suite 


NU TRRL EI POUE 
Si l’on suppose généralement 


U,— (x + p}?, 
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on aura 
RAS D; 
A" mel 2 1/1, 


et notre formule générale deviendra 


72 


1.2.3... (x nome 1)" 
1 
n(r —1) 
s + ————— (r+n—2)—.. + (—i)tzr. 
wo 


Soit maintenant RENTE PT ÿ étant un nombre 
/ ) 
premier, 1l viendra 


12 AU. (Ve Dire press FRERE (p — 1)" 
if 
FROM PAF) (p —'5}p5: Le 
IAE < 
p —1 





HORLERTPTES 
I 


on a d’ailleurs 


Dan dihlimt) (— 2) 











O— (PE — © + — +1, 
I la 
d'où 
1.2.3...(p—1)+t1 Zyphe — [(p— ri) — 1] 
RENE pp ape ee r 
12 
al Ares (221 — 1). 


I 


Dans le second membre de cette formule, le premier 
terme est une puissance de p et tous les termes qui suivent 
sont divisibles par p, d’après le théorème de Fermat; on a 
donc 

LES MN (PET) Er C0 (mod. p)! 
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Théorème de Fermat généralisé. 


295. Le théorème de Fermat est susceptible d’être 
étendu aux modules composés; il n’est effectivement 
qu’un cas particulier de la proposition suivante ? 


Taéorème. — 8: a et M sont des nombres premiers 
entre eux, et que (M) exprime combien il y a de nom- 
bres premiers à M et non supérieurs à ce nombre, la 
différence 

a? (ME T 


sera divisible par M; en d’autres termes, on aura 


af (M) _1=0 (mod. M). 

La première des démonstrations dont nous avons fait 
usage au n° 295 s'applique au cas actuel, avec de lé- 
gères modifications. Soient 


(1) as Ye Rs vues, Lie 


les o(M) nombres premiers à M et non supérieurs à M. 
Si on les multiplie par le nombre a qui est également pre- 
mier à M, on obtiendra la nouvelle suite 


(2) AA HO Ts AU: «3 Cu; 


aucun terme de la suite (2), ax par exemple, ne peut 
être divisible par M; car M est premier à a et il est supé- 
rieur à &æ3; pour la même raison, la différence a(6 — à) 
de deux termes de la suite (2) ne peut être divisible 
par M, d’où il résulte que si l’on prend les résidus mi- 
nima, relativement à M, des termes de la suite (2), on 
obtiendra ®(M) résultats différents. En outre, les nom- 
bres (2) sont premiers à M, et en conséquence leurs ré- 
sidus le sont aussi; ces résidus sont donc précisément les 
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nombres (1). Les nombres (2) étant respectivement con- 
grus aux nombres (1), le produit des uns est congru au 
produit des autres, et l’on a 


a67y ...@ [ a? M) — 1| —0 (mod. M); 


en divisant par le produit a6y. ..® qui est premier avec 
le module, il vient enfin 


a? M) y; —0o (mod. M). 


Théorème de }V/ilson généralisé, 


206. Le théorème de Wilson est lui-même susceptible 
d'être généralisé: on peut effectivement l’énoncer comme 
S ; P 
1l suit : 


Fuéoriue. — Si P désigne le produit des & (M) nom- 


bres premiers à M et non supérieurs à M, on a 


P=ær,/{(mod. M), 


savoir : 
——1 (mod. M), 


si M est égal à une puissance d’un nombre premier 
impair, ou égal au double d’une telle puissance, ou égal 
& A" el 
P=+1 (mod.M), 
dans tous les autres cas. 
En effet soient, comme précédemment, 
(1) CAPOT rat 


les nombres premiers à M et non supérieurs à M. Si a 
désigne l’un de ces nombres, les produits 


(2) AC U6) AT EEE Lo 


donneront comme on l’a vu des résidus minima diflé- 
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rents, relativement au module M. Parmi ces résidus, il 
y en aura donc un égal à 1, et un autre égal à M —r. 
Supposons que aa donne Île résidu 1; si & et « sont iné- 
gaux, je dirai que ces nombres sont associés du premier 
genre. Si « = a, le produit a > a donnant le résidu 7, 
le produit a (M— a) donnera le résidu — 1 ou M —:; 
je dirai alors que a et M — a sont associés du second 
genre. Il résulte de cette définition que deux associés du 
second genre constituent un couple de racines conjuguées 
de la congruence 


(3) x—1=0 (mod.M). 


Il est évident que le produit de tous ceux des nombres (1) 
qui composent les couples d’associés du premier genre 
est congru à 1, suivant le module M, tandis que le pro- 
duit de tous ceux qui forment les couples du deuxième 


genre est congru à (— 1)", désignant le nombre des 
couples de racines conjuguées de la congruence (3} Il 
résulte de là que l’on a 


4 


P=(—1)# (mod. M). 


Or, si l’on a M — p”, ou M — 2p”, ou M — 4, p étant 
un nombre premier impair, le nombre y est égal à x, 
tandis que le même nombre est pair dans tous les autres 
cas (n° 292). Doncon a 


P—=—1 (mod. M), 
dans les trois cas de M = p”, — 2p”, — 4, et 
P=+1 (mod. M), 
quand le module M n’est pas de l’une de ces trois formes. 


Remarque. — Si l’on veut avoir l’associé d’un nombre 


. 
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a, il suflira de déterminer la racine de la congruence 
ax —1=0 (mod. M), 
ou, si l’on veut, de résoudre en nombres entiers l’équa- 
tion indéterminée 
az — My = 1. 
Au surplus, comme le théorème de Fermat généralise 


donne : 
a?(M)=1 (mod. M), 


l’assosié demandé est évidemment le résidu de la puis- 
sance 
a? (M) —1 k 


Des congruences dont le module est un nombre 


premier. 
297. Etant donnée la congruence 
ALU + A Xl +, + An x + Àn —=0 (mod. P); 


dont le module p est supposé premier, et dans laquelle 
les coefficients A5, A1,..., sont des entiers compris entre 


à 


5) #, . 
o et p ou entre — P et + -: on peut toujours la rempla- 
> 2 J 


cer par une autre dont le premier terme ait pour coeff- 
cient l’unité. Car soit À’ le nombre associé de A,, c’est- 
à-dire le nombre tel que l’on ait 
A,A'=1 (mod.p), 
et désignons par 
P,, Pp .. » P, 
les résidus des produits 
Al, À Ame à AA 


si l'on multiplie par A, A’ les termes de la congruence 
proposée, à partir du deuxième, cette congruence prendra 
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la forme 
A (xt + Pia Pia. HP, r+P;)=0 (mod.p), 


et en divisant par À, qui est premier avec le module, il 
viendra 


Le —+ P, SERA) —- P, se —- were —+- P;2 TX —+- P,= O (mod. p}. 


298. Les congruences dont le module est premier 
jouissent d’une propriété très-1mportante et qui est expri- 
mée par la proposition suivante. 

Taéorime. — Une congruence non identique suivant 
un module premier ne peut avoir plus de racines qu'il 
n'y a d'unités dans son degré. 

Soit 
(1) fix)=o (mod.p) 


une congruence de degré m suivant le module premier p, 
f(x) désignant, pour abréger, le polynôme 


f(x) Æ À, hs + À; d'a cu Mur A» æ LL À ns 
dans lequel les coefficients sont des nombres entiers com- 


. D 
p'1s entre o et p ou entre inré et PL 
2 2 
Si l’on désigne par &;, a:,..., a, des nombres entiers 
quelconques et que l’on pose, comme au n° 45, 


fa) = (a) fl) LR, 
fitx)= (x — a) f.{x) +R, 
(2) (fiix) (x — a) f(x) +R, 


VF ar (x) = (æ ee An) An (%) 214 Ra 


R;,R:,..., R, étant indépendants de x, puis que l’on 
ajoute toutes ces égalités, après les avoir multipliées res- 
pectivement par les m facteurs 


1, Z— ai, (x—ai)(x—a),..., (x—a)...(x — ans), 
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il viendra, en remplaçant f”" (x) par sa valeur A;, 


)(æ — a;)...(x — a») 
(3) +R,(x — a;) (x — Q3)...(T — Am) +... 
j(d—a,) +R;(r—a;) +R. 


Supposons maintenant que la congruence proposée ait 
une racine et prenons &, égal à cette racine; on aura 


alors 
R;—=0o (mod.p), 


et, d’après les égalités (2), la congruence (1) pourra se 
mettre sous la forme 


(x— a) f(x) =0 (mod.p). 


Le module p étant premier, le produit (x — a;) f, (x) 
ne peut être congru à zéro, suivant ce module, à moins 
que l’un des facteurs ne soit divisible par p; donc si la 
précédente congruence admet des racines distinctes de 44, 
ces racines appartiendront à la congruence 


(4) fi(x)=0o (mod.p). 


Si la congruence (4) n’a point de racines, la proposée 
n'aura que la seule racine a,. Si au contraire cette con- 
gruence a des racines et que l’on prenne pour a; l’une 
de ces racines, on aura 


R;:—=0o (mod.p), 


et, d’après les égalités (2), la congruence (4) prendra la 
forme 
(t— &) f(x) =0. (mod. p). 


Le même raisonnement montre que si cette congruence 
a des racines distinctes de a,, ces racines appartiennent 
à la congruence 


filx)=0o (mod.p). 
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On voit que, généralement, si chacune des congruences 


f(x) =0, fi(x)=0,... æ)=0 (mod.p) 


V2 Mm—p—1 ( 
a une racine, et que la congruence 
UE, (x) =0 (mod.p) 


n’en ait aucune, la proposée aura mm — y racines. Si l’on 
SUPPOSE QUE 44, as. An, soient ces racines, On aura 


R,=0, R:=0o,...,R == 0 (mod. p), 


lise - 


et la formule (3) donnera 
(5) f(x)=(x—a,)(r—a . (z—an_,)F(x) (mod. p), 


F (x) désignant une fonction entière du degré y, telle que 
la congruence | 
F(x)=o (mod.p) 


n’ait aucune racine. 
Si le nombre y est égal à zéro, la fonction F (x) se 
réduit à la constante À, et la formule (3) donne 


(6) jf(x)=A;(r —a;)(r—a;)...(æ— a») (mod.p}), 


d’où il suit que la congruence proposée ne peut avoir 
pour racines que les m nombres &,, 4:,..., a. 


CorozLarre. — Si la congruence f(x) —o (mod.p) 
du degré m est satisfaite par plus de m valeurs de x, 
elle est nécessairement identique. 


299. Nous présenterons ici une conséquence fort im- 
portante au théorème que nous venons d'établir. 


Taéorime. — Si f(x) et F(x) sont des fonctions 
entières à coefficients entiers, dont les degrés soient infé- 
rieurs à p, et que f (x) soit un diviseur de la fonction 
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XPTi—i1+pF(x), p étant un nombre premier, la 
congruence | 
fix)=o (mod,p) 


aura précisément autant de racines qu'il y a d'unités 
dans le nombre qui exprime son degré. 


En effet, d'après le théorème de Fermat, la congruence 
(x) æP—l—1=0o (mod.p») 
a les p —1 racines 
15125085 8 {D An); 
D'ailleurs si l’on a 
(2) a 1 + p Fr) = f(x) fi (æ), 


f(x) ét fi (x) étant des polynômes à coefficients entiers, 
la congruence (1) peut se mettre sous la forme 


f(x) f(æ)=o (mod. p), 


et chacune de ses racines appartient à l’une ou à l’autre 
des deux 


(3) f(x) =0, filx)=0o (mod.p). 


Or si l’une des congruences (3) avait moins de racines 
qu'il n'y a d'unités dans son degré, il faudrait que l’autre 
A . s , . , . 0 
en eût plus qu'il n’y a d'unités dans le sien, ce qui est 

impossible; le théorème énoncé est donc établi. 


300. On peut déduire du théorème précédent un pro- 
cédé très-simple pour déterminer le nombre des racines 
d’une congruence de module premier. Démontrons d’a- 
bord le lemme suivant : 


Lemme. — S: f, (x) désigne le reste de la division des 
deux polynômes f (x) et fi (x) dont les premiers termes 
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ont pour coefficient l'unité, les racines communes aux 
deux congruences 


flæ)=0 (mod.p} f(x)=0 (mod. p) 
sont les mémes que les racines communes à 
fi(x)=o (mod.p}, fi(r}=0o (mod.p). 
Soit Q le quotient de la division de f(x) par fi (x), 


on aura 


Fa) =f(x) + f(x), 


et cette égalité fait voir que si f, (x) est divisible par p 
en même temps que l’un des deux polynômes f(x) et 
f2 (x), l'autre le sera nécessairement aussi ; d’où résulte 
la proposition énoncée. 


CoroLLaAIRE. — Les racines communes à deux con- 
gruences . 
f(x)=0, fi(x)=0 (mod.p) 
appartiennent à la congruence 
g(æ)=0 (mod. p), 
o(x) désignant le plus grand commun diviseur aux deux 
polynômes f (x) et f; (x). 

Remarque. — Pour trouver ce plus grand commun di- 
viseur o{x), on suivra la marche ordinaire ; seulement 
on négligera tous les termes qui sont multipliés par p. Il 
faut, en outre, que toutes les divisions puissent se faire 
sans écrire de coeflicients fractionnaires. Pour cela, on 
peut faire en sorte, comme il a été indiqué plus haut, que 
chaque reste soit divisible par le coefficient de son pre- 
mier terme, et alors on fera abstraction de ce diviseur 
commun. On arrive aussi au même but en mulüpliant 
chaque dividende par un facteur convenable, ou même 
simplement en ajoutant au coefficient du premier terme 
de chaque dividende un multiple de p tel, qu'après cette 
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addition le premier terme du dividende en question soit 
divisible par le premier terme du diviseur correspondant, 


301. Supposons maintenant qu’on veuille connaître le 
nombre des racines de la congruence 


(1) f(x)=0o (mod.p). 
Ces racines appartiennent toutes à la congruence 

(2 æl—1—=o (mod.p); 
il suffit donc de chercher les racines communes aux con- 
gruences (1) et (2). Pour cela, on déterminera, comme il 
vient d’être dit, le plus grand commun diviseur à f(x) et 
à XP! — 1. S'il n'existe pas de diviseur commun, la pro- 
posée n’aura aucune racine; si, au contraire, on trouve 
un plus grand commun diviseur © (x) de degré p, la con- 
gruence proposée aura j4 racines, qui seront celles de la 
congruence 

p(x)=0o (mod.p}, 
laquelle a effectivement g racines, puisque © (x) esi un 
diviseur de degré du binôme x?! — 1. 


Exempze. — On demande le nombre des racines de la 

congruence 
Mn} 09 cession 420 Ge D 9 (Mmôd1T }: 
En cherchant le plus grand commun diviseur des poly- 
nômes x°— 1 et f (x), comme on l’a indiqué au n° 300, 
on trouve les deux restes 
Acc CE AC LOL 0 7 EE 5) 
Du 9 Le dd) 5 

le second reste étant diviseur du premier, la congruence 


proposée a trois racines qui appartiennent aussi à Ja con- 
gruence du troisième degré 


x + 3x — x —3—=0 , (mod. 7}. 
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Nouvelle démonstration du théorème de Wilson. 


302. Si p est un nombre premier, la congruence 
(x—1)(x—2)(r—3)...(x—p+1) —(x——1)=o (mod.p) 
admet les p — 1 racines 

1, 822003 : : ss IDE le 


et comme elle n’est que du degré p — >, elle doit être 
identique. Si donc on désigne par S; la somme des nom- 
bres 1, 2,..., (p —-1), par S, la somme de leurs produits 
deux à deux, etc., par $,_, le produit de tous ces nom- 
bres, on aura 





suivant le module p. La dernière de ces congruences con- 
stitue le théorème de Wilson. 


Remarque. — Les coefficients de l'équation 


(x —1)(æ— 2) (x —3),..{(x— p +1) —=0, 
ordonnée par rapport à x, étant des multiples de p, à 
l'exception du dernier terme, si p est premier, la somme 
des puissances m°"° des p — 1 racines 


1, CB MLUUD SET) 


sera divisible par p, à moins que m ne soit un multiple 
de p —1. Cela résulte immédiatement des formules de 
Newton. 
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CHAPITRE IT. 


DES RÉSIDUS DES PUISSANCES ET DES CONGRUENCES 
BINOMES. 


Des nombres qui appartiennent à un exposant donné 
relativement à un module donné. 


303. Le nombre a étant premier avec le module M, 
considérons la suite indéfinie des puissances de &, savoir 


1) RME AU ALT) 


Comme cette suite renferme un nombre illimité de termes, 
et qu'on ne peut trouver qu'un nombre limité o (M) de 
résidus distincts, il y aura nécessairement deux puis- 
sances telles que a” et a”7” qui seront congrues suivant 
le module M. On peut diviser la congruence 


(2) a? = a” (mod. M) 

par a? qui est un nombre premier au module, et il vient 
alors 

(3) at=1 (mod.M). 


Réciproquement, si la congruence (3) a lieu, la con- 
gruence (2) aura lieu aussi, quel que soit l’exposant v. 

Il résulte de là que, si z est le plus petit nombre tel 
que la congruence (3) ait lieu, les résidus de la série (1) 
formeront une suite périodique dont la période com- 
prendra n termes incongrus suivant le module M, et 
qui seront les résidus des puissances 


2 n—1 
I, a, Lys.) «a e 
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Ceux des termes de la série (1), autres que l'unité, qui 
donnent le résidu :, sont, d’après cela, 


a!, a”, an, Er 
or, d’après le théorème de Fermat généralisé, on a 
a? (M)= ; (mod. M), 


donc © (M) est un multiple de n. 

Lorsque 7 désigne le plus petit nombre positif tel 
que a*—=1 (mod M), on dit que le nombre a appartient 
à l’exposant n, relativement au module M. On peut 
alors énoncer cette proposition : 


THéorime. — L'exposant auquel appartient, relati- 
vement au module M, un nombre quelconque premier 
avec ce module, est un diviseur de o (M). 


304. On peut encore arriver à ce résultat par une autre 
méthode qui ne suppose pas ie théorème de Fermat et 
qui conduit même à une démonstration nouvelle de ce 
théorème. 

Quel que soit l’entier & premier avec le module M, la 
suite des puissances 


(1) PO NAN RARES 


donne, comme nous venons de le dire, un certain nom- 
bre n de résidus distincts qui sont ceux des puissances 


(2) FSU. Se da à 
et est le plus petit nombre tel que l’on ait 
(3) HU (mod. M). 


Si la suite des résidus des nombres (2) embrasse tous 
les nombres premiers et non supérieurs à M, on aura 
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dans le cas contraire, soit b Fun des nombres premiers 
à M, qui ne sont congrus, suivant ce module, à aucun 
des termes de la suite (2). En multipliant par b les 
termes de cette suite, on en obtient une deuxième 


(4) DR Vaste: AN bars 
dont tous les termes sont distincts, car si l’on avait 


ba"= ba”  (mod.M), 
il en résulterait 
alt—=a (mod. M), 
ce qui est contre l'hypothèse. On voit aussi que {es termes 


de la suite (4) sont incongrus, suivant le module M, aux 
termes de la suite (2); car si lon avait 


ba” = x” (mod. M), 
il en résulterait 


b=a"" où =«a*7?7# (mod.M), 
ce qui est encore contre l'hypothèse. Ainsi, l’on a 
My Où 0 M). 27. 


Si o (M) est > 27, soit c l’un des nombres premiers 
et non supérieurs à M qui ne sont pas compris parmi les 
résidus des suites (2) et (4). En multipliant la suite (2) 
par c, on obtient une nouvelle suite 


(5) SAS) COCO MER TES 
dont les termes sont incongrus à ceux de la suite (2), d’a- 
près ce qui précède, et j'ajoute qu'ils le sont aussi aux 
termes de la suite (4); car si l’on avait 

ca = ba” (mod. M), 


on en conclurait 


ces ba” Ou, =batl"5# ,: (mod. M), 


Il. 4 
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et le nombre c serait compris parmi les résidus de la 
suite (4), ce qui est contre l’hypothèse. D'après cela, 


On a 
p(M)—37 ou (M) 3%. 


On peut continuer ainsi jusqu’à épuisement complet 
des o (M) nombres premiers et non supérieurs à M, et on 
voit que l’on a nécessairement 


o(M) — mn, 


m étant un nombre entier; ce qui est le théorème dé- 
moniré au numéro précédent. 
Mais la congruence (3) entraine nécessairement 


aæ=1 (mod. M), 
ou 
a? = r (mod. M), 


ce qui est précisément le théorème de Fermat généralisé. 


Des racines primitives. 


305. D’après le théorème de Fermat généralisé, la 
congruence 
x? M) = ; (mod. M) 


admet pour racines les o (M) nombres premiers et non 
supérieurs à M. Ceux de ces nombres qui appartiennent, 
suivant le module M, à l’exposant o (M) sont dits racines 
primitives de la précédente congruence, ou simplement 
racines primitives, relativement au module M. 

Ainsi, le nombre a, premier à M, sera racine primi- 
tive si, pour toutes les valeurs de 7 inférieures à o (M), 
a” est incongrue à l'unité, suivant le module M. Dans ce 
cas, la série des résidus des puissances 


I, a, A0 ’ ag (M)—1 
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embrasse les o (M) nombres premiers à M et non supé- 
rieurs à M. 

On peut établir detsuïte qu'il n'existe de racines pri- 
mitives que dans des cas peu étendus. 
Le module M étant décomposé en facteurs premiers, 
soit 
M — p° q" rh à 
Pq:7,... étant des nombres premiers inégaux. Tout 
nombre a, premier à M, sera premier avec chacun des 


facteurs p”,g",r”,..., et on aura, par le théorème de 
Fermat généralisé 
O 2 


+ eo 


Si S désigne le plus petit des nombres divisibles par 
chacun des suivants, 


<< 
LS 
Q 
? & 
ee CE Lu 
| 
RQ 
D 
Le) 
| 
WT RS -TRP 
v 


on aura aussi 
ab=ix (mod. p”), Pin (mod, 4“), a$= 1 (mod. TARN 


La différence a° — 1 étant ainsi divisible par chacun des 


nombres p”, g",r°,…., elle le sera par le produit M des 
mêmes nombres, et l’on aura 


a°=1 (mod. M). 


Or, 9 (p?) est un nombre pair, sauf le seul cas où l’on 


a 
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a DIM ="; delmèmer (q“) est pair à moins que 
4 = 2, U—1, et ainsi de suite. Donc, si M renferme plus 
d’un facteur premier impair, ou sine contenant qu'un 
seul facteur premier impair, il renferme le facteur 2 à 


une puissance supérieure à la première, deux au moins 
des nombres 


D LP (7 De Let 


auront un diviseur commun, et, par conséquent, le plus 
petit commun multiple de ces nombres sera inférieur à 
leur produit. Ainsi, l’on aura 


S << + (M), 


et le nombre a, pour lequel on a a° =1 (mod. M), ne 
sera pas racine primitive relativement au module M. 

Il reste à examiner le cas où M ne renferme aucun 
facteur premier impair; on a alors 

MES nest 

et je dis qu’il n’y a point de racines primitives, si vest su- 
périeur à 2. 

En effet, tout nombre impair a peut être représenté 


par la formule 
SAN 10 


et, par des élévations au carré successives, on en déduit 
14 re os mn A 


2 —=1+2"/,, 


Ï 


11-12 2850.) 
AD EEE; 


ki,ke,..., k,_2 étant des nombres entiers. La dernière de 
ces égalités peut s’écrire 


a*?M)=r (mod. M), 
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si yest => 2, et en conséquence & n'est pas racine pri- 
mitive. 


Il résulte de là qu'il ne peut exister de racines primi- 
uives que dans les trois cas suivants : 


1° Si le module M est un nombre premier impair ou 
une puissance d'un nombre premier impair ; 

29 Si le module M est égal au double d’une puissance 
d'un nombre premier impair ; 


3° 485 le module M est égal à 4. 


Dans le cas de M— 4, on a o… (M) — 2, et le nom- 
bre — r ou 3 satisfait évidemment à la définition des ra- 
cines primitives. Le cas où M est une puissance de 2 
supérieure à 4 mérite une attention particulière, bien 


u’il n’y ait point de racines primitives, dans le sens que 
q à | P P - q 
nous attachons à ce terme. 


Des racines primitives, dans le cas où le module 
est un nombre premier impair. 


306. Lorsque le module M se réduit à un nombre pre- 
mier impair p, on à ®…(M)—p—1. Dans ce cas, il 
existe toujours des racines primitives et il est facile d’en 
déterminer le nombre par le théorème suivant, dont nous 
empruntons la démonstration à Gauss. 

Taéorème. — S: le nombre p est premier, et que n 
désigne un diviseur quelconque de p — +, il y a précisé- 
ment Q(n) nombres qui appartiennent à l’exposant n; 
le symbole o{(n) exprimant combien il y a de nombres 
premiers et non supérieurs à n. 


Supposons qu'il existe un nombre a appartenant à 


l’exposant 7, suivant le module p; les résidus des puis- 
sances 


(1) CPP EE, M e 


= . LA 
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seront distincts et chacun d’eux sera racine de la con- 
gruence 


(2) æ'—1=0 (mod.p); 


car l'hypothèse 
at=1 (mod.p) 
entraine 


(3) a=1 (mod.p), ou (a) —i1=o (mod.p), 
e étant l’un quelconque des nombres 
0, T, 2 2... To 1e 


donc, d'après le théorème du n° 298, la congruence (2) 
n’a pas d’autres racines que les résidus des puissances 
contenues dans la suite {1}. Par conséquent, s’il existe 
des nombres, autres que &, qui appartiennent à l’expo- 
sant 72, chacun d’eux doit être congru, suivant le mo- 
dule p, à une puissance telle que a°. 

Désignons par mn l’exposant auquel appartient a°; d’a- 
près la congruence (3), 7 sera un multiple de m; on a 
d’ailleurs 


(4) (aÿ*=1 (mod.p) ou a"®ær (mod.p), 


/ 


et comme & appartient à l’exposant #7, il en résulte 
que me est un multiple de 7. Cela exige que m soit un 
multiple de 7, quand e est premier à n; les nombres m 
et z étant alors divisibles l’un par l’autre, ils sont égaux 
entre eux. Donc a° appartient à l’exposant 7, si e est pre- 
mier avec 23 mais si les nombres e et z ont un diviseur 
commun Ÿ supérieur à 1, la congruence 


(5) 1 (mod.p) 


(aÿ = 1 (mod.p}), 


peut s’écrire 
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ce qui montre que a° appartient à un exposant moindre 
que 7. 

On peut conclure de là que s'il existe un nombre ap- 
partenant à l’exposant n, suivant le module p, il y a pré- 
cisément o (7) nombres qui appartiennent à cet exposant. 

Cela posé, l’exposant auquel appartient l’un quel- 
conque des nombres 


(5) 1 e200 One RIDE) 


relativement au module p, est, comme on sait, égal à 
l’un des diviseurs 


(6) AE Lire LRO: LINIENE 


du nombre p — 1. Si l’on emploie le symbole (4) pour 
exprimer combien il y a, dans la suite (5), de nombres 
qui appartiennent à l’exposant d, on aura, d’après ce qui 
précède, 
Y(d)—o(d) ou YŸ(d)—o. 

Pareillement d(4/), b(d"”),... exprimeront combien il 
y a, dans la suite (5), de nombres qui appartiennent aux 
exposants d’, d’,... respectivement. L'unité fait partie 
de la suite des diviseurs (6), et comme 1 est évidemment 
le seul nombre qui appartient à l’exposant 1, on a 


G)=r. 
Enfin le nombre des termes de la suite (5) étant p — 1, 
et chacun d'eux appartenant à l’un des exposants conte- 
nus dans la suite (6), on a lidentité 


ÿ(d) + d(d')+4(d7) +...=p—7r. 
Mais on a aussi {n° 286) 


o(d) 2 De OANREEEL LC ERS ET, 
donc 


(7) p(d)+p(d')+4(d") + (d) +9 (d)+ (47) + 
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Dans le premier membre de cette égalité, ceux des termes 
qui ne sont pas nuls sont respectivement égaux, d’après 
ce qui précède, aux termes qui occupent les mêmes 
rangs, dans le second membre; on peut donc supprimer 
de part et d'autre ces termes égaux. Mais après cette sup- 
pression, il reste zéro dans le premier membre de léga- 
lité (5); doncil ne doit rien rester dans le second membre. 
D'où il suit que la suppression a porté sur tous les termes, 
etque l’on a | 

Y(d) = g(d), 


x 


quel que soit le diviseur d. 


CorozLaime, — 17 y a o(p —1) nombres qui appar- 
tiennent à l’exposant Pal relativement au module 
premier p; en d’autres termes, il y a, relativement à ce 


module, o(p —1) racines primitives. 


Remarque. — Les nombres qui appartiennent, suivant 
le module premier p, à un exposant 7 égal à un diviseur 
Ï P l s 
quelconque de p — x, sont dits quelquefois racines primi- 
UE . Pr Fes lb ; , A 
tives pour la congruence x"=1 (mod.p}). Alors, d'après 
ce qui précède, cette congruence a # racines, parmi les- 
quelles il yen a o{#) qui sont primitives. 
307. Nous établirons encore ici une proposition fort 
importante qui trouvera plus loin son application. 
Taéorème. — Si deux nombres a et b appartiennent, 
relativement au module premier p, à deux exposants m 


et n premiers entre eux, le produit ab appartient à l’ex- 
posant my. 


En eflet, soit s un exposant tel, que 
(ab) — af b=1 (mod. p}, 


on aura, par l'élévation à la puissance 7», 


GONE D'ONMOU D); 
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mais &@ appartenant à l’exposant m, on a 


arms —=] (mod. p}), 
donc 
DS = (mod. P) 


et, par conséquent, ns est un multiple de l’exposant » 
auquel b appartient. D'ailleurs #2 et 7 sont premiers entre 
eux; done s est un multiple de 7. On ferait voir de même 
que s est un multiple de m, etil en résulte que s est di- 
visible par le produit #17. Or on a, par hypothèse, 


===) DE ne - — (mod. p), 
d’où 
am bmn — (ab}"=1 (mod.p), 


donc le produit mn est bien l’exposant auquel ab appar- 
tuent. 


CorozLarRe [. — S? les nombres a, b, c,... appar- 
tiennent respeclivement, par rapport au module p, aux 
exposants m,n,T,..., premiers entre eux deux à deux, 
le produit abc... appartient à l’exposant mnr.… 


CorozLarre Il. — S% le nombre p — x est égal au pro- 
duit gr, UN déetnnttdes iombres/ premiers 
impairs inégaux, et sia, b,c,... désignent des nom- 
bres qui appartiennent respectivement aux exposants 
2, q’; r#,..., le produit abc... ou son résidu appar- 
tient à l’exposant p — 1, et il est en conséquence racine 
primitive, relativement au module p. 


Autre manière de présenter les résultats qui précèdent. 


308. Les propriétés que nous venons d'établir, à l’é- 
gard des modules premiers, peuvent encore être démon- 
trées, comme nous allons le faire voir, par une méthode 
identique à celle dont nous avons fait usage dans le Cha- 
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pitre V de la Section ["°, en nous occupant des racines 
des équations binômes; il y a quelque avantage à faire 
ressortir le lien qui existe entre les deux théories. 


Taéorime À. — Les racines communes à deux con- 
gruences binômes de module premier p, 
æ"=1 (mod.p}, æx"=—1 (mod.p), 
sont également racines de la consruence 


O 


Ut) | (MOU ph, 


0 étant le plus grand commun diviseur de m et de n. 


x°— 1 est, en eflet, le plus grand commun diviseur de 


x" — 1 et de x" — 1. Ce théorème est, par suite, une con- 
séquence du corollaire démontré au n° 300. 
Il est évident que, réciproquement, chaque racine de la 
congruence x —1= 1 salisfait aux deux proposées. 
CorozraimEe. — $: 0 désigne le plus grand commun 
diviseur des nombres m et p — 1, la congruence binôme 
de module premier, 
a"—=1 (mod. p}, 
aura 0 racines qui appartiendront à la congruence 
x=1 (mod 
= SE 
En effet, les racines de la congruence proposée appar- 
tiennent aussi à la congruence 
ali —1=o (mod.p). 
D'ailleurs, la congruence 


ny == 0 {mod MD) 


a Ô racines (n° 299) puisque son premier membre est un 
diviseur de x?! — 1; la proposée a donc elle-même 0 ra- 
cines. 
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Si m est premier avec p — 1, on a 0 — 1, et dans ce 
cas la congruence x"=1 n’a pas d'autre racine que l’u- 
nilé. 
D’après ce qui précède, on peut borner l'étude des con- 
gruences binômes de la forme 
x" =—=1 (mod.p) 


à celles dont le degré m2 est un diviseur de p — 1. 


Taéorème IT. — ,S; a désigne une racine quelconque 
de la congruence de module premier 


x"=—=1 (mod.p) 


4 


dont le degré m est un diviseur de p — 1, toute puissance 
de a ou son résidu minimum est également racine. 


La congruence 
a"æz1 ({mod.p) 
entraine, en effet, 


ah=1 ou .(ak)"=1, 


et si à désigne le résidu minimum de a, par rapport à p, 
on à 

ai=b, d'où b"=:1; 
par conséquent, tous Îles termes de la série 


2 3 
M Hé de PRES 


ou leurs résidus minima, sont racines de la même con- 
gruence, Or, à cause de 4”"=1, on a aussi 


OU 2 VO 7 sde 


La série précédente contient donc au plus m termes 
ayant des résidus différents, et ces résidus se reprodui- 
sent périodiquement de m2 en m. Si les m premiers termes 


2 3 m—1 mr 
dy dy d'ysrs y À > à ou I 
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sont incongrus suivant le module p, leurs résidus sont 
les m racines de la congruence proposée. Dans le cas con- 
traire, si l’on a, par exemple, 


at = a*  (mod.p), 
a étant premier avec p, il vient, en divisant par a", 
a'=1 (mod.p), 
par conséquent, & est racine d’une congruence binôme 
æ"—=1 (mod.p) 


de degré n inférieur à 17. De là résulte cette proposi- 
tion : 


Taéorème I. — Sÿ & est une racine de la con gruence 
x"=1 (mod. p}), qui n'appartienne à aucune congruence 
de degré moindre x"=1{mod. p}, les m racines de la 
proposée seront les résidus des m puissances de a 


2 3 ri— | mn 
À OPEL Es ft air 


L’analogie de la théorie que nous exposons avec celle 
des équations binômes conduit naturellement à appli- 


quer la dénomination de racines primitives d’une con- 
gruence binôme 


a"æ=1 (mod.p) 


dont le degré m divise p — 1, à celies des racines de cette 
congruence qui appartiennent à aucune congruence de 
même forme et de degré moindre. Comme dans le cas 
des équations binômes, chaque racine primitive jouit de 
Ja propriété de donner toutes les autres racines par ses 
diverses puissances. 

Il faut remarquer que chaque racine non primitive 
de la congruence x"=1 (mod. p) appartenant à une con- 
sruence de mème forme et de degré moindre, elle appar- 
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tient aussi à une troisième congruence de même forme, 
et dont le degré divise celui de la proposte. 


309. Voici maintenant comment on peut établir l'exis- 
tence des racines primitives. 
Considérons la congruence 


(1) a"=s1 (mod.p), 


et supposons d’abord que 72 ne contienne qu'un seul fac- 
teur premier q, que l’on ait 


PE Ne as 


toute racine non primitive de 


11 
(2) aT 1 (mod.») 
appartient à une congruence 


x =s1 (mod.p), 


dont le degré 8 est un diviseur de g” et mème de 4” 7"; et, 
par conséquent, cette racine appartient aussi à la con- 
gruence 


(3) a ær. (mod. p). 


D'ailleurs les racines de (3) sont aussi racines de (2); 


leur nombre est 97", par conséquent celui des racines 
primitives de la proposée est 


g#—q#—", ou (ii). 


Supposons maintenant m2 quelconque, et soit 
IR INTER ISA, 


{: T>°.., 8 désignant des facteurs premiers inégaux. 
Considérons les congruences 


(4) at/æ1 (mod. p}, °’=1 (mod, p),.….., Er (mod. p), 
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et désignons par a une racine primitive de la première, 
par D une de la deuxième, etc., par / une de la dernière. 
Il résulte du théorème démontré au n° 207 que le résidu 
du produit à 

ADM 


ss 


est une racine primitive de la proposée 


(5) Pie Pt | (mod, p). 


Mais on peut aussi établir ce point de la manière sui- 
vante : il est d’abord évident que ab...7, ou son résidu, 
est racine; Car On à 


1 


4 ., d ær (mod.p), 


y 
al =1, bu, 


et, par suite, 
ue À 
EURE AE RU (mod. p). 
Maintenant, si ce produit n’est pas une racine primitive 
de la proposée, il sera racine d’une congruence 


dt (mod. p), 


dont le degré 8 sera un diviseaur de m, et il y aura au moins 

un facteur premier de #1, qui entrera dans 8 moins de 

fois que dans m. Admettons que le facteur g soit dans 
4 | 


ce cas ; alors 0 divisera g*—"r?...s", et, par suite, ab... 1 


sera racine de la congruence 


MENU 1 


xd +1 (mod.p); 


on aura donc 
(aber. hui, Dr (mod. p); 


mais On à AUSSI 
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et, par la division, 


ares (mod. p), 


On voit, par là, que a& est racine des deux congruences 


at P'Etee DS = à | et adrien (mod. p), 


TE RE MO: P}, 


puisque 5 Leu est le plus grand commun diviseur entre 


les degrés des précédentes ; & n’est donc pas, comme on l’a 


supposé, une racine primitive de x?”=1 (mod. p). 

Il est ainsi démontré que, si a, b,..., c désignent des 
racines primitives respectivement de la première, de la 
deuxième, etc., de la dernière des congruences (4), le 
produit ab...c, ou son résidu, est une racine primitive 
de la congruence proposée (5). En outre, en répétant ici 
le raisonnement dont nous avons fait usage au n° 104, 
à l’occasion de l'équation binôme, on prouvera que 
toutes les racines, tant primitives que non primitives, de 
la congruence (5), sont représentées par la formule 


Del 


où l’on doit prendre pour a, b,..., l toutes les racines 
respectivement de la première des congruences (4), de la 
deuxième, etc., de la dernière; et que la même formule 
donne toutes les racines primitives, en prenant pour 
a,b,...,1 les diverses racines primitives des congruences 
auxquelles elles appartiennent. Comme le nombre des 


L2 . . . I . . 
racines primitives a est q” Gi .) > que celui des racines 
q 


I : : ) Ï 
bet r” (ii) celui des racines /, s° (ii). 
72 


$ / 
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on en conclura que le nombre des racines primitives de 
la proposée est 


ce qui est le résultat déjà obtenu. 


Théorème relatif aux résidus de puissances dont le 
degré est un diviseur de p —1. 


310. Tnéorème. — Le module p étant supposé pre- 
mier et 0 étant un diviseur de p — 1, soient x, et £ deux 
nombres compris entre o et p; si l’on a 


PER 
x =E (mod.p}) 
ON @ AUSST 
p—1 


AE (mod. p) . 


et, réciproquement, si l’on & 


E 0 = 10{mod. p), 
la congruence 
x =#% (mod.p) 
a Ô racines. 
La première partie du théorème est évidente; car, si 
l’on a 
ir - (mod. p), 


en élevant les deux membres à la puissance , ona 





PNR 
0 
fais 
x? "= #% 0 {[mod.p)}), 
et, à cause du théorème de Fermat, 
p—1 


E0—: (mod. p). 
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Pi 


Réciproquement, supposons que l’on ait £ Ÿ 1, ou 


p— 


—— 


E 0 1 — D Q: 
retranchant chaque membre de cette égalité de xP-#— +, 
il vient 
p—i La Pi 

GPA ES DOS reTT D -SUENE — (x) EE 
Or, le second membre admet pour diviseur x? — £; il en 
est donc de mème du premier membre 47-1—1— pQ, 
et, par conséquent, en vertu du théorème démontré 
au n° 299, la congruence 


PR Leo [uod. n) 


a 0 racines. Ce qu'il fallait démontrer. 


ConoiLaime. — $? p est un nombre premier, et qu’en 


décomposant p— x: en facteurs premiers on ait trouve 


— le) 12. ? ? 
DE NS AUD. 5; , 


les racines non primitives de la congruence 
æPl—1=0 (mod.p), 


racines qu appartiennent toutes à l’une au moins des 
con gruernces 


P—1 p—t p—1 p—1 
A MEET ot 2 MU, LISE F', 





sont des résidus de carrés, ou de puissances q, ou de puis- 
sances r, etc., ou de puissances $; et, réciproquement, 
tout nombre résidu d’un carré, ou d’une puissance q, 
ouetc., est racine de l’une des congruences précédentes 
et n'est pas racine prinulive du nombre premier p. 


Ce corollaire résulte immédiatement du théorème qui 
| À 5 
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précède; on peut ajouter que, parmi les nombres 
1 SCOR PSN ERPORENEENR, 


il y en a la moitié qui sont des carrés (résidus de carrés), 
la g°"* partie qui sont des puissances q, la r°”° partie 
des puissances 7, etc., la s°"* partie des puissances s; et, 
plus généralement, si lon ne considère parmi ces nom- 
bres que ceux qui sont à la fois des puissances 2, q,r,..., 
la s°”° partie de ces derniers sera en même temps des 
puissances s. En effet, les nombres qui sont à la fois des 
résidus de carrés, de puissances q, de puissances r, etc., 
satisfont aux congruences 
p—1 Pi p—i 

x? tr, alter, Vic to 

et, par conséquent, sont racines de 


p—1 
agree = 1. (M0d. 7) : 





leur nombre est donc 





es I j 
aire pareïllement, le nombre 
er AE 
de’ ceux qui sont en même temps des puissances s est 
P Er 


I À . = » 
AU il est donc la s'°"° partie du premier. 
qr. a at 


311. La congruence 


(1) LU 0 (mod )p) 


peut se mettre sous la forme 





Perl has 
es ê de ee Re (mod. p}), 
et chacune des deux congruences 
É 
(2) æ?—1—=0 (mod.p) 


p—1 


(3) æ ? +1=0 (mod.p), 
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dans lesquelles elle se décompose, a Le racines, En 


outre, d’après le théorème du n° 310, chaque racine de 
la congruence (2) est un résidu de carré, ou un résidu 
quadratique ; au contraire, aucune des racines de l’équa- 
tion (3) ne peut être le résidu d’un carré, et ces racines 
sont dites 2on-résidus quadratiques, où simplement 20on- 
résidus. 

Le nombre a sera donc résidu ou non-résidu quadra- 
tique, relativement au module premier p, suivant qu’il 


satisfera à la congruence (2) ou à la congruence (3), 





p —1 
c’est-à-dire suivant que ja division de a * par pP don- 
nera le reste + 1 ou le reste — 1. Legendre a proposé 


, [44 
de représenter ce reste par le symbole (2). en sorle que 
P 


6) 


\ 


l’on a 


quand a est résidu quadratique, et 


Gé 
VE 1 
P 


quand a est non-résidu. | 

Il est évident que si p est de la forme 41 +1, les deux 
nombres a'et — a sont en même temps résidus ou non- 
résidus. Au contraire, si p est de la forme 41+3, l’un 
des deux nombres 4, — a est résidu, tandis que l’autre 
est non-résidu. 

Si les nombres a et D sont tous deux résidus ou tous 
deux non-résidus, on a 


DE PLEE Pi 
m=-ti, 02 = br, d'où, (ab): =+1,(mod:p); 





Il 


a 


par conséquent, le produit ab est résidu. Si, au contraire, 


mn 
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l’un des nombres a et b est résidu et que l’autre soit non- 
résidu, on a 


pi DE PE 


2 


a 1, b?=%i, d'où (ab) ?=—1(mod.p} 


Il 


le produit ab est donc non-résidu. 
On exprime ce résultat par la formule 


CIO) 


et il est évident qu’on aura généralement 


SC AMDIOIEIE 


On trouvera plus loin un beau théorème de Legendre 
qui permet de déterminer très-facilement le signe des 


« 


expressions e L 
P 


Recherche des racines primitives d'un nombre premier. 


312. Le théoréme du n° 310 fournit un moyen de 
trouver les racines primitives d’un nombre premier. 

Soïent p un nombre premier; 2, q, r,...,s les facteurs 
premiers inégaux de p —1,etécrivons les p — 1 nombres 


LS SAS. PTE: 


si l’on enlève de cette suite tous les résidus de carrés, de 
puissances q, de puissances r, etc., il ne restera plus que 
les racines primitives de p. 

Au moyen des carrés, on exclut d’abord la moitié des 
nombres; au moyen des puissances 4, on exclura la g'"* 
partie de ceux qui restent, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, qu’il s'agisse de trouver les ra- 
cines primitives de 31. 
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EÉcrivons les trente nombres 


13.002) CRE 7 005,50 O5 75 ES US T0, 
(1) Dr 14 1 210 HS TO NIOi®0. 
| DR TD 2: 20 420 DT CODE AO OS 


comme les facteurs premiers de 30 sont 2, 3 et 5, il suf- 
fira d'enlever de la suite (1) les résidus des carrés, des 
cubes et des cinquièmes puissances. 

Pour exclure les carrés, nous élèverons les nombres (1) 
au carré ; les carrés des quinze premiers sont 


1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225; 
et ils ont pour résidus. 
RTE 0010, 20, D NI0, 2010307: 20: 20, 14, 10, 0: 


les carrés des quinze derniers nombres de la suite (1) don- 
neraient les mêmes racines, car on a 


(31 — A} =}? (mod. 31). 


Otant ces quinze nombres (2) de la suite (:}, il restera les 
quinze que voici : 


CORP PANNES AL T1 7 21,22, 20: 211: 20, 29, 20.30, 


dont il faut maintenant supprimer les cubes et les cin- 
quièmes puissances. Chaque nombre déjà supprimé (2) 
satisfait à [a congruence 


x'—1 (mod.3i); 


donc sa puissance troisième et sa puissance cinquième y 
satisfont aussi, et, par conséquent, font partie des nom- 
bres déjà supprimés. D’après cela, les nombres de la 
suite (3) qu'il reste à rejeter sont des résidus de puis- 
sances troisième et cinquième de ces mêmes nombres (3). 
Pour avoir les résidus des cubes de la suite (3), il suflit 
de multiplier les premières puissances par les résidus 


70 . COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


quadratiques que la suite (2) fait connaître, et qui sont 
006,028, 120,014, 8% 10917,60; 12,16, MO RES 
on aura ainsi les résidus cubiques suivants : 

27, 30, 308, 240, 182, 120, 190, 147, 418, 46, 432, 650, HSM O, 0 
dont les résidus minima sont 

(4) 127,130,:20,N23 220000, 20 M TD 20; 30, 20, 29,30. 


Il n’y en a que cinq de différents, comme nous le savions 
d'avance; ce sont 


ÿ{ 


et en Ôtant ces nombres de la suite (3), il ne restera plus 
que les dix suivants : 


SZ? 


) 10400: 2720 NOR, 


(6) 2 AA CODE PNEU Pen) 


dont il n’v a plus à rejeter que ceux qui sont des cin- 
ÿ ap eJ T | 
quièmes puissances. Chacun des nombres déjà exclus 
satisfait à l’une des congruences 
S 





x} (mod. 31), «z°=1r (mod. 31). 


Il en est donc de même de sa cinquième puissance, qui, 
par conséquent, fait partie des nombres exclus : un nom- 
bre de la suite (6) ne peut donc être la cinquième puis- 
sance que d’un nombre de la même suite. Pour avoir les 
résidus des cinquièmes puissances des nombres (6), il 
suflit de multiplier les résidus cubiques déjà formés par 
les résidus quadratiques correspondants, et de prendre les 
résidus minima des produits. Les résidus cubiques sont 


37 480:#205023;, 127504064290 OLD à 
les quadratiques 


Of O0 203 LE» 10911140 ODA 
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les produits sont 


210: 0100.:012, 100 ,1970,100.104:12002n022 107904 
et l’on trouve pour résidus des cinquièmes puissancés 
20-20, 0:220,10P0/0,10, #40,.0- 


Il n'y a ainsi, dans la suite (6), que deux cinquièmes 
puissances, comme nous le savions déjà, savoir : 


6.20% 


en supprimant ces deux nombres, il ne restera plus que 
les huit racines primitives de 3r, savoir : 


Bol) 12» MIT 3 ln 219 225, 24e 


313. La recherche des racines primitives ne peut guère 
s'effectuer que par tâtonnements ; le procédé que nous ve- 
nons d'indiquer est presque impraticable dès que le mo- 
dule est un peu considérable; aussi eroyons-nous utile de 
faire connaitre une autre méthode due à Gauss, et par 
laquelle on peut obtenir assez facilement une racine pri- 
mitive; les autres racines primitives pourront être déter- 
minées ensuite, comme nous l'avons indiqué précédem- 
ment (n° 306). 

On prendra arbitrairement un nombre a dans la suite 
2, 33... (p—1), 2, par exemple, et on déterminera sa 
période, c’est-à-dire la période des restes fournis par les 
puissances 


2 3 
Cie, »,V 


Si cette période a p — 1 termes, & sera une racine primi- 
tive; mais si la période a moins de p— 1 termes, on 
prendra un autre nombre qui ne soit pas compris parmi 
les restes de la suite (1), et l’on cherchera de même la pé- 
riode de b. Si cette période de b a p — +1 termes, à sera 


racine primitive; mais supposons qu'il n’en soit pas 
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ainsi. Désignons par n l’exposant auquel a appartient, et 
par m celui auquel appartient D; comme les restes de la 
suite (1) comprennent tous les nombres qui appartiennent 
à l’exposant 7, et, pour la même raison, ceux qui appar- 
tiennent à un exposant sous-multiple de 7, le nombre m2 
ne sera pas un diviseur de 7. Mais il peut être un mul- 
tiple de 7, et, quand ce cas se présente, la connaissance 
de b aura avancé la solution de la question, car ce nombre 
appartient à un exposant plus élevé que celui auquel a se 
rapporte. Supposons que m2 ne soit égal ni à p—1 ni à 
un multiple de »; désignons par s le plus petit commun 
multiple de 72 et m, et décomposons ce nombre s en deux 
facteurs premiers entre eux z/,71, qui divisent respec- 
tivement les nombres 7 et m. Voici comment cette dé- 
composition peut être eflectuée : on décomposera les nom- 
bres 2 et m en leurs facteurs premiers; soit c l’un de ces 
facteurs premiers destiné à entrer dans s avec l'exposant y. 
Si c’ est diviseur de 7 seul, on fera figurer c? dans 7’; si 
c’ est diviseur de #2 seul, on introduira au contraire c’ 
dans m/ ; enfin, si c” est diviseur commun de m et de n, 


on introduira c” à volonté, soit dans z2/, soit dans n!; on 
agira de même à l'égard des autres facteurs premiers des. 
On aura aimsi s— nm", avecn —\n!e, m —=\m.f;elet.f 
étant des entiers. Cela posé, je dis que le nombre a° appar- 
tient à l’exposant 2’, relativement au diviseur p ; en effet, 
la puissance #'°”* de a° est a”, et elle donne en consé- 
quence le reste 1; iln'y a pas d’ailleurs d’exposant y in- 
férieur à n’ tel que (a°)” ou a?° donne le reste 1, puisque 
ve est inférieur à 7 et que & appartient à l’exposant . 
On ferait voir de mème que b/ appartient à l’exposant »7, 
et il en résulte {n° 307) que le produit «°.b/f ou le résidu 
de ce produit appartient à l’exposant nn! = s. 


La méthode que nous venons d'exposer conduit, dans 
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tous les cas, à un nombre qui appartient à un exposant 
plus élevé que celui auquel appartient le nombre & duquel 
on est parti. En poursuivant la même marche, on arri- 
vera donc certainement à un nombre appartenant à l’ex- 
posant p — 1; ce nombre sera une racine primitive de p. 
Mais, dans la plupart des cas, il se présente des circon- 
stances particulières qui permettent de simplifier l'appli- 
cation de la méthode. 


314. Premier ExemPLe. — On demande une racine 
primitive du nombre prenuer TI. 


Prenons le nombre 2 et cherchons sa période. À cet 
effet, on formera la série des puissances de 2; chacune 
d'elles s'obtient en mulupliant la puissance précédente 
par 2, mais, avant de faire cette multiplication, il faut 
avoir soin de retrancher 71 de la puissance qui sert de 
multiplicande, lorsque celle-ci est supérieure à 71. On 
trouve que la période de 2 a 35 termes qui sont 


D RE IS QD 700 10/67 

ARTS 320 000 0 nr à O4 à 

(1) (007 009 ; CIO LLI2 » 24 «(40 D ; 
50,820; 006,810 2010%:058 1016 ; 
100140, 104 IONNO0 AT: 


Le nombre 2 n’est donc pas racine primitive de 71, et il 
appartient à l’exposant 35; mais il est facile de voir que 
le complément de 2 à gr, c’est-à-dire 69, est racine pri- 
mitive, En effet, de l'identité 


69 = 71 — 2, 
on tire 
6ÿ =? } 
ÉoaLe où (mod. 71), 


d’où il résulte que la suite des restes fournis par les puis- 
sances de 69 pourra se déduire de la suite des restes des 
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puissances de 2; il suffira effectivement de remplacer, 
dans cette dernière suite, les restes de rang impair par 
leurs compléments à 91, sans rien changer aux restes de 
rang pair. Dans la suite des restes fournis par les puis- 
sances de (2) et dont la première période est l’ensemble 
des nombres (1), le reste 1 occupe les rangs 35, 70,...; ce 
reste 1 n'apparaîtra donc qu'au 70° rang, dans la pé- 
riode de 69, et en conséquence 69 est racine primitive. 
Formons la période de 69 en suivant la marche que nous 
venons d'indiquer, c’est-à-dire en prenant deux fois la 
période (1) du nombre 2 et en remplaçant les termes de 
rang impair par leurs compléments à 71, on trouvera : 


69, 4, 63, 16, 39, 64, 14, 
43,56; 30,11, 49, 44». 94; 
34, #5, 009112; A7: 48, 46, 
DU A2 000 20110 00 
DT 07 218 057 JD D 0 90 
(2) STONE MOD PL UT BOT 
20 NID 100,205 877: 
315.08 4560 100% M2, 20020! 
21 29 LS 2600 02 000 MU 


10, T1; t10 3102-8235 10Er 


et ceux des nombres du tableau (2), dont les rangs sont 
marqués par des nombres premiers à 70, seront les racines 
primitives de 91. Les 24 racines primitives de 91, dans 
l’ordre où elles se présentent comme restes des puissances 
de 69, sont ainsi : 

60,203: 100% 11. APR tn 

HD T, 31,95. 1070 RATER 

22,08 50721, IR PP 00; 
la plus petite de ces racines primitives est 7. 


9319. SECOND EXEMPLE. — On demande une racine 
primitive du nombre premier 73. 
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On formera, comme précédemment, fa période du nom- 
bre 2 ; on trouve ici que cette période n’a que 9 termes et 
qu’elle se compose des nombres 


2; Ori EMo2 OA 06:57 260 


le nombre 2 appartient donc à l’exposant 9, relativement 
à ,73. Comme 3 ne fait pas partie de la suite précédente, 
nous formerons de même la période de 3; celle-ci se com- 
pose des 12 termes suivants : 


3; 19» 27» 0524; 72) 


mo; 64, 46, 65, 49, :; 

en sorte que 3 appartient à l’exposant 12. Le plus peut 
multiple commun des nombres 9 et 12 étant 36, la imé- 
thode du n° 307 fera connaitre un nombre appartenant à 
l’exposant 36. Cet exposant 36 est le produit des facteurs 
9 et 4 qui sont premiers entre eux et qui divisent respec- 
tivement 9 et 12; les quotients de ces divisions sont r 
et 3; par conséquent le nombre 2 X 5° ou 54 appartient 
à l’expasant 36. Formons la période de 54, on trouve les 
36 termes suivants : 


TOO MT OO A ROSES 275 27) 
71; ‘38, 9; 67, AD PAT: 0 00, 100, 725 
10 PME O SNS IE UGS ? 1OS49PFE6 "0 , 

0 2 10 10, 703 ONE 


qu'on obtient très-facilement en remarquant qu'un terme 
quelconque se forme en multipliant par 3 celui qui le 
précède de 3 rangs et en prenant le résidu du produit 
obtenu, relativement à 793; ceci résulte de ce que 3 est le 
cube de 54 diminué d'un multiple de 933. Maintenant le 
nombre 5 ne fait pas partie du tableau précédent, mais 
son carré D° où 25 s’y trouve et il y occupe un rang mar- 
qué par le nombre 25 qui est premier à 72. 1] résulte de 
là que 5° appartient à l’exposant 36; l’exposaut auquel 5 
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appartient est donc égal à 36 X 2 ou à 72; en d’autres 
termes, à est une racine primitive de 73. 


316. Nous donnons ici une table dans laquelle on 
trouve Ja plus petite racine primitive pour chacun des 
nombres premiers inférieurs à 100. 


| | 
N abs 3 ‘1:23 oo 306 


ombres DA D] 7 Li MAS 0 2320 At 
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Et à cette occasion nous présenterons les remarques 
suivantes : 

1° Si p est de la forme 4k + r et que a soit racine pri- 
milive, — a est aussi racine primitive. 

2° Si p est de la forme 4k +3, aet — a ne peuvent 
être en même temps racines primilives. 

En effet tout nombre qui n’est pas racine primitive, par 
rapport à p, saüsfait à une congruence telle que 

Pl 


x? —1 (mod.p}, 


0 étant un diviseur premier de p—1. Lorsque 
D'ART 





p=4k +1, estun nombré pair et les racines de 


la précédente congruence sont, deux à deux, égales et de 
signes contraires, où complémentaires au module. En 
second lieu, lorsque p — 4k +3, si a satisfait à la con- 


Fes 
gruence x? =E1r (mod.p}, le nombre — a satisfait 
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+ 


PE! 


àx? —#ÿt1 (mod.p); donc l’un au moins des nombres 
a et —a nest pas racine primitive. 


Des racines primitives dans le cas où le module est égal 
à une puissance d’un nombre premier impair, ou égal 


au double d’une telle puissance. 


317. Taéorkme I. — Sr p est un nombre premier ün- 
pair, et que g soit une racine primitive pour le module p”, 
g ou son résidu minimum, relativement à p, sera égale- 
ment racine primitive pour le module p. 


L » ? +: 
En effet, désignons par n lexposant auquel appar- 
tient g, relativement à p, on aura 


g"—=1 (mod. p), 
ou 


2 1 + 4p, 
k étant un entier. En élevant cette égalité à la puissance p, 
il vient 
P(pP 


Em EI IE 
nn AU 


vy à 


) 
PRE: +£ AP + 


dans le second membre de cette formule, tous les termes, 
4 ? . Q . . 9 
à l’exception du premier, sont divisibles par p°? ; on a donc 


g"? == 1 —- LE 


k, étant un nombre entier. On trouvera de même, par 
des élévations successives à la puissance p, 


k: Rs k, 


lités peut être mise sous la forme 


_, étant des entiers. La dernière de ces éga- 


Je { 


/ 
gP”'=1 (mod.p’), 
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et elle montre que g ne peut être racine primitive, pour 


le module p”, que si 7 —p—1, et dans ce cas, g est 
racine primitive de p. 


318. Théorème Il. — Une racine primitive g du mo- 
dule premier impair p est racine primitive pour le mo- 
BE : 

P 
par p. Au contraire, g n'est pas racine primitive pour le 


dule p”, v étant © 1, lorsque n'est pas divisible 


== 


PT 1 AT 
module p”, quand est divisible par p. 
À 
En effet, désignons par £ l’exposant auquel g appar- 


tient relativement au module p”; on aura 


L 


= (TN Od: p'ale 


et par conséquent 


t=1u (mod.p). 


5 


Comme gest, par hypothèse, racine primitive de p, la 

congruence précédente exige que £ soit un multiple de 
1 Cd ” 

p —1; d’ailleurs t est un diviseur de 


o(p°) SN (p — 1) 3 
donc on a 


t— p(p — 1), 


À étant un nombre inférieur ou égal à y — +. 
Cela posé, désignons par z l’exposant de la plus haute 
puissance de p qui divise g7! — 1, on aura 


grrr + Ap, 


k étant un entier non divisible par p; on a ensuite, 
comme au numéro précédent, par des élévations succes- 
sives à la puissance p, et en remarquant que ne peut 
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ètre nul, 
GP) = 1 + Gin L 
gP(p—1) — ] + fn 2e 


À, A€ 
(PI) — ] - +A 
DANS = ER ADI 


11 tu PARENTS À, étant des entiers non divisibles par p. 


On voit, par ces formules, que la plus petite des va- 
leurs de À telles, que l’on ait 


À à 
gP(P-) = y (mod. p’}, 


est 
À — y — à. 
Donc on a 
À=VEs 1 
SIT, el 
À << v — 1 


siz est >1. 
Dans le premier cas, g appartient à l’exposant o(p), 


relativement à p’; en d’autres termes, g est une racine 
primitive, Dans le second cas, g appartient à un expo- 


sant inférieur à o(p°) et il n’est pas en conséquence racine 
primitive. 

919. Taéorëme II. — 4 chaque racine primitive 
pour le nombre premier p, correspondent p°*{(p —1) 
racines primitives pour le module p. 

Soit a une racine primitive de p, prise entre oet 


p —1; l'expression des racines primitives congrues à & 


sera 
LE a — Âp ; 


k étant un entier quelconque; on tire de là 


PA D ne 
122 


P —1 





BP re (ab — 1} + al—1 kp + GPA. 


So COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
Supposons d’abord que 4-1! — 1 ne soit pas divisible 
par p°; gP7!— 1 sera divisible ou non divisible par p°, 


suivant que 
alt —— 1 F4 k 
————— — ])al 
Pr ONE FPT 
ou 
al — «a 


? 


sera divisible ou non divisible par p. Si donc on désigne 


re R al — a “ 
par « le résidu minimum de ——— par rapport à p, 
) 


et que l’on fasse 
K—=x+h, 


h étant un nombre non divisible par p, tous les nombres 
g compris dans la formule 

60 g—=a<+(e+/h)p 

seront, d’après le théorème IT, des racines primitives pour 
le module p”. 

Supposons en second lieu que @?7! — 1 soit divisible 
par p°; dans ce cas g/—" — 1 ne sera divisible par p° que 
si k est divisible par p, d’où il résulte que la formule 
(2) at PS 
où 2 désigne un nombre non divisible par p, ne donnera 


que des racines primitives de p”. 
Si l’on ne veut avoir que les valeurs de g distinctes sui- 


vant le module p”, on ne devra donner à dans les for- 
mules {r) et (2) que o(p*=1) — p°°(p —1) valeurs dif- 
férentes, et il en résuliera un pareil nombre de racines 


rimilives pour le module n°. 
P P / 


Remarque. — Comme & est racine primitive de p, le 


— 


P—1 P—! 
nombre a@aP-t— 1 le ? rite 2 ty) ne peut être 
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divisible par p? que si l’on à 


DEL 


a? +iæo (mod.p!?). 


Corozzaime. — Le nombre des racines primitives, pour 


le module p’, est égal à o [p”" (p —:)] ou à oo (p°). 


En effet, d’après le théorème TI, chaque racine primi- 
tive de p’est racine primitive de p; d’ailleurs, d’après 
le précédent théorème, chacune des o{p—1) racines 
primitives de p donne {(p”") racines primitives de p”. 
Le nombre total de ces dernières est donc 


ir ')et—i)=e lp" (p—-1]=#e(r). 

320. Taéorime. IV. — Le nombre premier p étant 
impair, toute racine primilive impaire de p” est en même 
temps racine primitive pour le module 2p°; et récipro- 
quement, toute racine primitive de 2p° est racine pri- 
mitive pour le module p”. 


Soit g un nombre impair non divisible par p, et dé- 


signons par 7, n' les exposants auxquels g appartient 
relativement aux modules respectifs p”, 2p”°; on aura 

(1) g= 1 (mod. FLÈ g”=1 (mod. ap’). 

La seconde de ces congruences donne 

(2) AR node Fi 


et, par conséquent, 2’est un multiple de 7. En outre, 
g étant impair, on a g“—=1 (mod. 2); par conséquent la 
première des congruences (1) donne aussi | 


rs ( ‘ ») 
My I (mod. 2pP , 


d’où il suit que » est un multiple de n’. On a doncn= n», 
LE 6 
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et le nombre g appartient au mème exposant suivant les 
modules p”, 2p°. 

Enfin, comme on a 


o(ap)=e(p)=pt{(p—1), 
si le nombre g est racine primitive pour l’un des mo- 
dules, il l’est aussi pour l’autre. 
Corozrirre, — Jl y à autant de racines primitives 


pour le module 2p° que pour le module p”. 


En effet, si l’on prend les racines primitives impaires 
de p” et qu'on leur adjoigne les racines primitives paires 
augmentées chacune de p”, on obtiendra 40 (p?) racines 


primitives de 2p». 


3921. Exemrze. — Considérons le cas de Dre Les 
racines primitives de 7 sont 3 et 5; on a 


De 2 $—125—=27 (mod. 40); 


donc 3 et 5 sont racines primitives pour les modules 7” 
et2 x 7”, quel que soit l’exposani ». 


Supposons v — 2, et considérons d’abord Île cas du 
module 49. Comme on a 


= — 312 = 4, dan —11100=2 (mod.), 
le nombre désigné par & au n° 319 a respectivement les 


valeurs 4 et 2. Les racines primitives de 49 seront donc 
données par les formules 





8—3+j(4+4), e=5+7(4+5), 


où A est premier avec 5; en donnant à cette indéter- 
minée les valeurs 


#4; Fi Fe el SRE SEE 
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dans la première formule, et les valeurs 
—D, —I, +1, +2, +3, +4 


dans la seconde, on obtient les deux séries suivantes, com- 
posées chacune de six racines, 
D 10 TT GnnS 0 
ou 
24 32 se 337 : 319 , 3 
ab 81, Hs 5 eh 35, 
Quant au module 2 >< 49 ou 98, ses douze racines pri- 


mitives seront 
DTANAS SN T3 
6$ 684047 ,06t4 54 69 


De la congruence x! — 1=0 (mod. M), dans le cas 
où M est égal à une puissance d'un nombre'premier 
impair ou égal au double d’une telle puissance. 


322. Le nombre p étant premier et impair, soit a une 


racine de la congruence 
(1) zt—1=0o (mod.p” ou 2p°), 


on aura, à la fois, 


J—1 


at=1, a? (P—1)=1 (mod. p’ où 2p”). 


Si donc 0 désigne l’exposant auquel appartient a, relati- 
8 P dE PE 


vement au module M = p” ou = 2p”, le nombre 8 sera 
un diviseur commun des nombres 


PT : 
LP; (Pt) 
par suite il divisera le plus grand commun diviseur 7 de 
ces mêmes nombres. D'après cela, comme on a 


a?=1 (mod.p’ ou 2p’), 
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on aura aussi 


a"=1 (mod. p” ou 2p°), 


ce qui montre que toutes les racines de la congruence 
proposée appartiennent aussi à la suivante : 


(2) | æ'— 1 —=0 (mod. p° ou 2p°), 


dont le degré n est un diviseur de p”" (p — 1). 


Lorsque n est égal à p°7" (p—1), la congruence (2) 
devient 


; 
nt | 


(3) 2P4 MPMElL = 0 (mod. p° ou op’), 


et nous savons qu'elle a pour racines les RE (p — 1) 


nombres premiers au module et non supérieurs à ce mo- 
Q nr ï à 1 1 AŸ==I 

dule; en outre, parmi ces racines, il y en ao [p”=(p—41)] 

de primitives, et nous avons fait connaître un procédé 

pour les obtenir. Si à désigne une de ces racines primi- 

tives, les résidus minima des puissances 


(4) 1540) cas. ap” (P—1) 


seront précisément les racines de la congruence (3}: 
Supposons que 72 soit un diviseur quelconque de 


»—1 


p'—' (p—1); posons 
p'ip—1)—= 286, 


et considérons un terme quelconque a” de la suite (4). 
Pour que l’on ait 


(a")"= 1 ou a""=1 (mod. p” ou 2p°), 


\ 


il faut et il suffit que mn soit divisible par 20, c’est-à- 
dire que m soit un multiple de 9. Donc, la congruence (2) 
a précisément 7 racines qui sont les résidus des puis- 
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sances 
9 n Ü 
(5) e MR ONIHAUAT , 


suivant le module p” ou 2p”. On a ainsi ce théorème : 


TaéorëmEe I. — La congruence x‘ — 1 —0 (mod. p° 
ou 2p°) a autant de racines qu'il y à d'unités dans le 
plus grand commun diviseur des nombres t et p” (p —1) : 


Ensuite soit a'° 


Pour que l’on ait 


un quelconque des termes de la suite (5) l 


1 \t CL 1% « « 
CA ou a x (mod. p’ ou 2p'), 


il faut et il suffit que Æ78 soit divisible par 20, ou kï par n. 
Si £ est premier à 7, celte condition équivaui à celle de la 
divisibilité de 4 par n3 dans ce cas, a" appartient évi- 
demment à l’exposant 7. Mais si £ et 7 ont un plus grand 


commun diviseur d supérieur à 1, on aura 


7 


n i\n0 
(aï? à — (ai) —1 (mod. p” ou 2p’), 


1 L2 « r \ 
et a? appartiendra à l’exposant Fi On conclut de là cette 


autre proposition. 

Taéorëme II. — La congruence x"—=1 (mod. p” ou 
2p’), dont le degré n est un diviseur de p°"(p —1), 
a autant de racines primitives, c'est-à-dire de racines 
qui appartiennent à l’exposant n, qu'il y a d'unités 
dans le nombre + (n) des nombres premiers et non supé- 
rieurs à 1. À 

l Du module »”. 
323. On a vu, au n° 305, que si v est >> 2, la puis- 


sance de degré 2°° d’un nombre impair quelconque est 
congrue à l’unité, suivant le module 2”. Le seul cas de 


86 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
y — 2 fait exception; il y a effectivement, pour le mo- 
dule 4, une racine primitive égale à 3, ainsi que nous 
l'avons déjà dit. 3 

Supposons donc y >> 2; alors l’exposant auquel appar- 
tient, relativement au module 2”, un nombre impair 
quelconque, est une puissance de 2 dont le degré est égal 
ou inférieur à y — 2. 

Le nombre 1 est le seul qui appartienne à l’exposant 1; 
occupons-nous des nombres impairs supérieurs à 1. Cha- 
cun d’eux peut être représenté par la formule 


(1) A D IL, 


où k désigne un nombre impair et z un exposant qui peut 
être nul. Par des élévations successives au carré, on dé- 
duit de cette formule 


FREE NE CA 
DRE GNT NIMES 8 
(2) 


À , 
CERTA ER il, 


ki, k:,...,K, étant des nombres impairs. 


à 


Supposons que 2° soit l’exposant auquel appartient le 
PP q P q PP 


nombre a ; on aura 
+2 +0 — OÙ, >>»; 


l'inégalité ne peut avoir lieu si d est >> 1, car autrement 


207! 


aŸ  —1 serait divisible par 2”, d’après les formules (2), 


et l’exposant auquel a appartient serait inférieur à 2°. On 


a donc 


et la formule (1) devient 


(3) HOUR IN 
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deu 


On peut donner à k les 2°" valeurs 


EP PE EP 2 à 


et, à cause du signe ambigu +, il en résultera, pour a, 
deux séries composées chacune de 2°" valeurs ; on con- 
clut de là cette proposition : 

Tuéorëme. — S1 d désigne l’un des nombres 2, 3, 


4,..., (v—2),dya a 


l’exposant 2° suivant le module 2”. 


nombres qui appartiennent à 


Si le nombre a déjà considéré appartient à l’exposant 2, 
la première des formules (2) nous donne 


i+3— ou y, i+2— ou Dv—1; 
mais, si l’on prend + 2 — y, comme «a est supposé 
moindre que le module 2”, il faut faire k —1 dans la for- 
mule (1) et remplacer le signe ambigu + par —; il y a 
done trois nombres qui appartiennent à l’exposant 2, 
savoir : 


(4) DUT, 9 TU RILS, 2 — IL 


Les nombres qui appartiennent à l’exposant y — 2, le 
plus élevé dans le cas qui nous occupe, s’obtiennent en 
faisant d — y — 2 dans la formule (3), et si l’on rem- 
place, en même temps, À par 2 À + 1, on obtient les deux 
formules 

A OLD DOS 


qui donnent tous les nombres appartenant à l’expo- 


sant 2” *. Cela suppose cependant que » soit supérieur 
à 3, car dans le cas de v — 3, les nombres qui appar- 
tiennent à l’exposant 2 sont, d’après les formules (4), 


3519 10%: 


Laissant ce cas de côté et supposant v >> 3, désignons 
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par à un nombre quelconque de la forme 8 À + 3 et par c 
un nombre quelconque de a forme 8% + 5. Chacune des 
deux suites 

bb SEE, 


À 


D — 
: 2 2 
CS CT ST EE ) 


donnera 2°” résidus distincts, puisque D et c appar- 


tiennent à l'exposant 2”? 


; en outre, les puissances 
impaires de b et de c sont respectivement des formes 
8k+3, 8k+ 5, tandis que les puissances paires de l’un 


et de l’autre nombre sont de la forme 8k+1; il y a 


3 


d’ailleurs 27° nombres de chacune des formes 


8k +1, 84+3, 8k+5, 8k+7 


entre les limites 1 et 2°— 1. Donc la série des puissances 
de à donnera tous les nombres 8k + 3 avec les nombres 
8 k + 1; pareillement, on retrouvera les nombres 8k +1 
dans la série des puissances de c, avec les nombres 8k+5. 
Maintenant si l’on change les signes des nombres 
8k +1 et 8k +5 ou qu'on prenne leurs compléments au 
module 2”, il est évident qu’on obtiendra tous les nombres 
8k + 7 et 8k +3; on a donc la proposition suivante : 


Taéorkme. — 87 l’on choisit un nombre quelconque 
de la forme 8k +3 ou 8k + 5, qu’on prenne les résidus 
de ses 2°? premières puissances par rapport au mo- 
dule 2”, et qu'on joigne à ces résidus leurs compléments 
au module, on obtiendra la suite de tous les nombres 
impairs inférieurs au module. 


De la congruence x'— 1 =0 (mod. 2’), 
9324, Considérons la congruence 


(1) zmt—1#o (mod. 2), 
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y étant > 2. Chacune de ses racines & est telle que l’on a 


Y—9 
Ù —— —— y 
EL) (mod. 2”), 


lexposant auquel a appartient divise donc les nombres t 


et 2°", ainsi que leur plus grand commun diviseur; 


d 


nous désignerons par 2° ce plus grand commun diviseur, 


et alors a sera racine de la congruence 
À 
(2) x —1=0 (mod. »2?); 


réciproquement la proposée admettra toutes les racines de 
la congruence (2). Il est évident que celles-ci ne sont 
autre chose que les nombres qui appartiennent à l’un des 
exposants 
PP À: Le 29, 
Si t est un nombre impair, on a d —0o et les con- 
gruences (1) et (2) n’admettent pas d’autre racine que 1. 
Supposons d > 0; nous avons vu que si est >, il y 
a 2! nombres qui appartiennent à l’exposant 2”, et qu'il 
y a 3 nombres appartenant à l’exposant 2 ; le nombre des 
racines de la congruence (2) est donc 


PE NPC ENT ER TE LR 


ou 2° +!. On a ainsi cette proposition : 


THÉORÈME. — Si t est un nombre pair, le nombre des 


racines de la congruence x' — 1 —=0 (mod. 2”) est égal 
au double du plus grand commun diviseur des nombres t 


PINO 


Ces racines formeront deux périodes; car désignons 
par c un nombre appartenant à l’exposant 2°”, et posons 


QUr-HE0 y 
a=c (mod. 2’), 


il est évident, d’après les développemenis qui précèdent, 
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que les racines des congruences (1) et (2) pourront être 
représentées par 

a, a?, (FFC d , 


ss Put Ve 
a, LE TAPER 


De la congruence x'=1, dans le cas d’un module 
quelconque. 


323. La congruence 
(1) + xt—1=0 (mod.M), 


dans le cas d’un module composé quelconque, se ramène 
facilement aux cas que nous venons de considérer. 
Soit, en eftet, 
M—p°q"r)..., 
P» 9 r,... étant des nombres premiers inégaux. Il est 


évident que toute racine de la congruence proposée doit 
satisfaire à la même congruence 


(25) z'— 1=0, 


1 


suivant chacun des modules p”, g”, r°,.... Réciproque- 


ment, si a, b,c,... désignent des racines de la précédente 
congruence suivant les modules respectifs p”, g”, ra HQ 
et que l’on détermine le nombre x de manière que 
l'on ait 

x=a (mod. p*), 

z—=6 (mod. 4“), 


T= C (mod. r?), 


ce nombre x satisfera à la congruence (2) suivant chacun 


des modules p”, g”, FE ME NEU par conséquent, il satis- 
fera aussi à la même congruence prise suivant le mo- 


dule M. 
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D’après cela, la recherche des racines de la congruence 
proposée est ramenée à la résolution de congruences dont 
le module est une puissance d’un nombre premier et au 
problème dont nous avons donné la solution au n° 290, 


Des indices. 


326. L'existence des racines primitives, pour un mo- 
dule M égal à une puissance d’un nombre premier impair 
ou égal au double d’une telle puissance, entraîne des 
conséquences très-importantes que nous devons présen- 
ter 1c1. 

Soit a l’une quelconque des racines primitives ; les 
puissances de a donneront tous les nombres premiers au 
module. Si donc N désigne l’un quelconque de ces nom- 
bres, on aura, pour certaines valeurs de n, 


a'=N (mod. M). 


Chacun des nombres ainsi déterminés prend le nom 
d'indice du nombre N, et la racine primitive & est dite 
la base des indices, 

Un nombre a une infinité d'indices, mais tous ces in- 
dices sont congrus suivant le module © (M) ; on peut donc 
se borner à considérer l'indice minimum qui est l’un des 
nombres 

Oÿ 13025 ce 09 (LIST, 
Il est évident que l'indice minimum de l'unité esi zéro. 

Si l'on a calculé les indices des nombres N premiers 
à M, au moyen de la base a, et que l’on veuille prendre 
pour base une autre racine primitive a/, on pourra 
obtenir facilement les indices qui se rpRortené à cette 
base. Car soit e l’indice de la nouvelle base a/, dans le 
premier système; on aura 


a'=a (mod.M), 
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et si 2 et z’ sont les indices d’un même nombre relatifs 
aux bases respectives a et a', on aura 


a= a" (mod. M), 


ou 
ave—=a* (mod. M); 


ce qui exige que l’on ait 


ne =HNnINoOû ph [mod. #(M)|, 
e 


puisque e est premier avec o (M). 

Par conséqueni, les nouveaux indices s'obtiendront en 
divisant les anciens par l'indice de la nouvelle base relatif 
au premier système. 

327. Les propriétés des indices sont analogues à celles 
des logarithmes; elles découlent toutes de la proposition 
suivante : 

Taéorkme. — L'indice d’un produit de plusieurs fac- 
teurs, pris suivant le module M, est congru, suivant le 
module o (M), à la somme des indices des facteurs. 

En eflet, soient «, 6, y,...-les indices des nombres À, 
B, C,..., dans le système dont la base est a. On aura 


at Al a Rod le= Gisre 2(mod M} 
et, en multipliant toutes ces congruences, il vient 
a ST ABGRS (mod M}, 


ce qui montre que l'indice minimum du produit ABC... 
est le résidu de 3+6+7+... relativement à o(M). 
On a donc 
ind. (ABC...)=—=ind.A +ind.B+ind.C+... [mod. e(M)]. 
CorozLarre I. — L'indice d'une puissance d’un nom- 
bre, suivant le module M, est congru, suivant le module 
(M), au produit du nombre par l’exposant de la 
puissance. 
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Corozzamme Il. — L'indice du quotient de deux nom- 
bres, suivant le module M, est congru, suivant le mo- 
dule 9 (M), à l’excès de l'indice du premier nombre sur 
l'indice du second. 

En effet, l'égalité 

n BE À 
B 
entraine 
ind. À + ind. B— ind. A [mod. 9 (M)} 
ou 
ind. 5 —=jind. À —ind,B [mod.v(M)]. 


On voit, d’après cela, que si l’on a deux tables dont 
l’une donne les indices des nombres pour chaque module, 
et dont l’autre fasse connaître les nombres qui répondent 
à des indices donnés, on pourra résoudre facilement les 
congruences du premier degré, puisqu'on peut les ramener 
à d’autres dont les modules soient des nombres premiers 
ou des puissances de nombres premiers. 


Usage des indices dans la résolution des congruences 
binômes. 


328. Les racines de la congruence binôme 
(1) xt= A (mod.M) 
peuvent, si l’on veut, être représentées par la formule 
(2) z—=ÿA (mod.M); 


le module M est, comme précédemment, une puissance 
d'un nombre premier impair ou le double d’une telle 

. La . , . 1 . 
puissance. IT s’agit de déterminer les nombres compris 


ainsi dans le symbole VA (mod. M). 
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La congruence (1) équivaut, d’après ce qui précède, à 
la suivante 


(3) ind. x—=ind. A [mod.o(M)}; 


on est donc ramené, si l’on possède une table des indices, 
à la résolution d’une congruence du premier degré. 

Lorsque £ est premier avec (M), la congruence (3) 
donne pour ind. x une valeur unique, et par suite la 
proposée (1) n’a qu’une seule racine. Mais lorsque t et 
(M) ont un plus grand commun diviseur 9 supérieur 
à 1, la congruence (3) n’est possible que si ind. A est 
divisible par 9, et, dans ce cas, la congruence (1) a d ra- 
cines. 

Supposons par exemple À — 1, la proposée devient 


x'=I (mod. p° ou 2p°); 
et l’on en tire 





t.ind.æ—=o [mod.p’'(p—1)]. 


Si donc d est le plus grand commun diviseur des 


nombres £ et p”"(p—1),on aura ces valeurs de ind. x : 


sens Vel Re mt, 


Ô 


Ut 


(p—:)p" 
() 


ind. x = 





desquelles on conclura ensuite les d valeurs de x. 


Démonstration d’un théorème de Lagrange. 


329. Nous ne pourrions, sans sortir des limites que 
nous nous sommes fixées, développer ici toutes les con- 
séquences de la théorie qui vient d’être exposée. Mais 
nous en ferons cependant deux applications dont la pre- 
mière a pour objet la démonstration d’un théorème im- 
portant de Lagrange. Cette démonstration est fondée sur 
le lemme suivant : 
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Leume. — S: le nombre premier p est supérieur à 5, 
on trouve dans la suite 


1° un résidu quadratique suivi d'un non-résidu; 9° un 
non-résidu suivi d’un résidu ; 3° deux résidus consécutifs ; 
4° deux non-résidus consécutifs. 


1° Le premier terme r étant résidu et le nombre des 
non-résidus étant égal à celui des résidus, il y a néces- 
sairement un résidu suivi d’un non-résidu. 

2° S'il n'existait aucun non-résidu suivi d’un résidu, 


PR D'<0s 


les premiers termes seraient résidus et les 








Q , . Ê RES 
derniers non-résidus; mais 2 et ie 
2 


_ étant ainsi résidus, 
leur produit p — 1 serait aussi résidu, ce qui implique 
contradiction lorsque p est >> 5. 

3° Il y a deux résidus successifs. On constate immé- 
diatement ce fait, dans le cas de p— 7; car, r et 2 sont 
alors l’un et l’autre résidus; nous pouvons donc supposer 
p =ou >11. Comme 1 et 4 sont résidus, si l’un des 
nombres 2, 3, à est lui-même résidu, la proposition est 
démontrée ; mais si ces trois nombres sont non-résidus, 
le produit 2 X 5 ou 10 sera résidu ainsi que 9, qui est 
un carré. 

4° Il y a deux non-résidus successifs. En effet, nous ve- 
nons de voir qu'il y a deux résidus successifs ; soit a le plus 
petit des résidus qui soit suivi d’un résidu a +1.S'iln y 
a pas deux non-résidus successifs de 1 à a, les termes de 
la suite considérée seront alternativement résidus et non- 
résidus jusqu’à celui qui précède a. En outre, aeta +1 
étant tous deux résidus, il faut qu’à partir de a +7 il y 
ait deux non-résidus de plus que de résidus, ce qui exige 
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nécessairement que deux termes consécutifs au moins 
soient non-résidus. 


Remarque. — La proposition ne peut pas subsister 
dans le cas de p = 5; dans la suite 1, 2, 3, 4, les résidus 
sont 1 et 4, les non-résidus 2 et 3. 


Cororzaine. — Si C désigne un nombre quelconque 
non divisible par p, la proposition précédente subsiste 
quand, à la suite 


(1) T3 25 see. (P—1) 
on substitue la suivante, 
tot 4, G:020, 3C,,.. (D =1r}G. 


En effet, si CG est résidu, deux termes correspondants 
des suites (1) et (2) sont à la fois résidus ou non-rési- 
dus. Au contraire, si C est non-résidu, les résidus de Îla 
suite (2) correspondent aux non-résidus de la suite (1), 
et inversement. 


330. TaéorÈmMe. — Sp est un nombre premier supé- 
rieur à 5, À, B, C trois entiers positifs ou négatifs non 
divisibles par p, on peut toujours trouver deux entiers t 


et uinférieurs à £, tels que 
AP+Bu'+C 
soit divisible par p. 


1° Si Bet — C sont tous deux résidus, ou tous deux 
non-résidus quadratiques par rapport à p, on peut 
prendre t = 0; en effet, il ne restera plus alors qu'à satis- 
faire à la congruence 


Bu +C—=o (mod.p}, ou Bu +(C+)1p)=o (mod.p}, 


À étant un entier quelconque. Si l’on détermine cet entier 
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de manière qne l’on ait 


C + 1p 
ad: 


p. étant un entier, notre congruence deviendra 
u—=p (mod.p}), 


et il sera possible d’y satisfaire, car B et — C étant l’un 
et l’autre résidus ou non-résidus, 1 est nécessairement 
résidu. 

Pareillement, si À et-—C sont tous deux résidus ou 
tous deux non-résidus, on pourra satisfaire à la condition 
énoncée, en prenant w — 0, quel que soit le nombre 
premier p. 

2° Si pest >5, on peut toujours satisfaire à la con- 
gruence 

At +Bu+C=o (mod.p), 


en prenant pour tet u des valeurs positives inférieures à 
RSR effet, soient & et 6 deux nombres qui soient respec- 
2 


tivement de même espèce que + À et —B; je dis que 
deux nombres sont de mème espèce quand ils sont l’un et 
l’autre résidus ou non-résidus. D’après le lemme qui 
précède, je puis choisir les nombres & et 6 de manière 
que l’on ait 

6—x=C (mod.p), 
et si l’on désigne par À et u des nombres entiers tels que 


æ+pl  6+pp 
À; We AE 


soient des entiers, ces entiers seront nécessairement ré- 
sidus; on aura donc 


a + pà 6 + 
—— =?#, = (mod. p), 


21, 7 
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ou 
RNA LT, 0 ee Du MOG: D 


et comme 6 — & —= €, on aura aussi 
A+Bu+C—=o (mod.p}), 
ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. — D’après ce théorème, la formule 
{Hu +1 comprend des nombres divisibles par p, 
quand p est ©>5. Mais la même chose a lieu encore dans 
le cas de p —5, pour t — 0, u — 2 ; dans le cas de p — 3, 
pour'it u—"r;let dans lé’cas dep —'2) pourtt 6; 
u— 1. D'ailleurs la formule # + u°+ 1 est comprise 
dans cette autre plus générale, P°+ Q@° + R?+ S?, d'où 
il résulte que tout nombre premier divise une somme 
de quatre carrés premiers entre eux. 


331. Cette conclusion va nous conduire à une consé- 
quence importante qui se présentera comme corollaire de 
la proposition suivante : 


Tuéorème. — Tout nombre qui divise la somme de 
quatre carrés premiers entre eux est lui-méme la somme 
de quatre carrés. 


Supposons que p divise 
ABLE CT DE 
et désignons par + a, + b, Æc, + d les résidus minima 
des nombres À, B, C, D, de manière que a, b, c, d soient 


EP: Slors p divisera 


compris entre oO et > 


a? + b? + c? + d?, 


Posons 


(1) a+ b+a+d?= pp; 
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ÿ 4 D FAT 
a, b, c, d'étant moindres que = on aura pp! << 4 (2) > OU 


PCR: 


Si l'on avait p/— 1, p serait la somme de quatre carrés, 
et le théorème serait démontré ; supposons done p'> 1. 
Comme p’ divise a? + b? + €? + d?, il divisera aussi la 
somme des quatre carrés 


pu 8 om 2 eu 2 0 il Cm 
et si l’on détermine &, 6, y, 0 de manière que chacun 
p° 
rap) 
4 
(2) (a—ap}+(b—6p'}+(c—yp}+(d—èp)}=pp", 


de ces carrés soit moindre que on pourra écrire 


avec 
patent 

Multipliant ensemble les équations (r} et (2), et faisant 
usage de la formule établie au n° 245, il vient 

(ad — by +c6 — da) p?+ (ay + bd — ca — dé} p 
+ (a6 — ba — cd + dy) p"? 
+{a+b+e+d'— (au +b6+cy+dd)p'F=pp"p"; 
divisant par p”?, et ayant égard à l'équation (1), on a 

(ad — by+c6— da) + (ay + bd — ca — d6} 
+ (a8— ba—cd+ dy} +(p—aa— Db6—cy—dd)—pp", 
ou, pour abréger, 
(3) a"? + b + ce? + d8 = pp”. 

Cette équation (3) a la même forme que (1), seulement 
p'est << p'.Si l’on a p”=1, l'équation (3) montre quep 
est la somme de quatre carrés, et le théorème est dé- 


montré. Sinon, en opérant sur l'équation (3) comme 
re 
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nous avons fait sur l'équation (1), on obtiendra une nou- 
velle équation de la forme 

a”? Le b'2 47/2 DT d”? = pp 
où l’on aura 

fe 2 

et l’on peut continuer de cette manière jusqu’à ce qu'on 
obtienne une équation de la forme 


at)? ch. b(x)1 + ce)? 5 RARES A 
ce qui arrivera nécessairement, puisque les nombres 
! [/4 [7/4 
DIS ND SC DEEE 


sont des entiers qui vont en décroissant ; d’où il suit enfin 
que le nombre p est la somme de quatre carrés. 


CoroLzLAIrE. — 7out nombre entier est la somme de 
quatre ou d'un moindre nombre de carrés. 


En effet, tout nombre premier (n° 330) divise la somme 
de quatre carrés premiers entre eux ; il est donc lui-même 
la somme de quatre ou d’un moindre nombre de carrés. 

En second lieu, un nombre entier quelconque est le 
produit de plusieurs facteurs premiers ; chacun de ces 
facteurs est la somme de quatre carrés, donc leur produit 
(n° 245) est lui-même la somme de quatre carrés. 


Theorème de Legendre sur la loi de réciprocité qui 
existe entre deux nombres premiers. 


332. La loi de réciprocité découverte par Legendre 
consiste dans le théorème suivant : 


THéorÈME. — Si pet q sont deux nombres premiers 
impairs quelconques, on a 


SÉCDIONMERE SACHATITREMTT IOI 


(6 


à moins que p et q ne soient tous deux de la forme 
4k+ 3; dans ce dernier cas, on a 


&)--0 


La démonstration que nous allons présenter est due à 
Gauss, et elle a été reproduite par Legendre dans le 
tome II de sa Théorie des nombres. Nous établirons d’a- 


en sorte que 


bord le lemme suivant : 


Soient p un nombre premier positif autre que 2, et q 
un entier quelconque non divisible par p; les produits 


Piel 





(1) T2 MO GES q 


2 


; f TE I . ’ 
7 restes différents 
2 





donneront, suivant le module p, 


NÉ p—1 
compris entre les limites —"——— et + 


5) 


4 


et si l’on 





P—1 
2 
désigne par y. le nombre de ceux de ces restes qui sont 

négalifs, on aura 


En effet, soient 


(2) ACER 0) 
lest — ——# restes positifs, et 
(3) BA ph le  taN Mch 52 


Î 


les u restes négatifs. 
Il est évident que l’un des restes ne peut être zéro ; de 
plus, deux résidus de l’une des suites (2) et (3) ne peuvent 
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être égaux entre eux ; mais je dis, en outre, qu'on ne peut 
avoir a, — b,. Effectivement, soient « q, 6 q les multiples 
de g qui ont fourni les restes a,, et — b, ; l'égalité a, — b, 
entrainerait 


aq—=—6q où («a+6)g—o (mod.p}), 


ce qui est impossible, puisque.g n’est pas divisible par p 
et que la somme & + 6 est inférieure à p. Il résulte de là 
que la suite formée des nombres & et b comprend les 
mêmes nombres que la suite 





Les nombres de la suite (1) étant respectivement con- 
grus aux nombres compris dans les suites (2) et (3), 
le produit des uns est congru au produit des autres, et 
on a 





p—! 
EE Ï asiest L 
(r2.3..2 }2 , = (1) a, a... a, b, pu b, (mod. Ph 
et en divisant les deux membres respectivement par les 
produits 


dé : ! 


1 ONE PR r9 dia... 4; bb... 0 
2 





129 


qui sont égaux entre eux, comme on vient de le dire, on 
aura 


pi 4 

a = (en) (mod y}, 
ou 
(4) (sie 


ce qui est le résultat annoncé. 
Maintenant il est aisé de trouver une expression ana- 
lytique du nombre s. Dans ce qui va suivre nous désigne- 


SECTION III. — CHAPITRE I. 103 
rons par E(x) le plus grand entier contenu dans üne 
quantité quelconque x, de manière que la différence 
x— E{x) soit une quantité positive inférieure à 1. Cela 
posé, soient ægq et 6g les produits qui fournissent les 
restes & et — b, on aura 


6 6 — b 
ag & (“1 s AEUAU (2) Tran"! 
F F F P P F 
ou, en multipliant par 2, 


Ne eme nn as 
À 2 P P p P 








Comme 24 et 2 b sont inférieurs à p, on voit que 
[6 
2E (22) et 2E (52) +1 
7 ré. 


sont respectivement les plus grands entiers contenus 


2a 2.6 
dans 7 et + on a donc 


P 
2 ë 
E | 2) — 2E (2) 0, 
1! P 
UM 
E (5) — 2 E (te ir 
A2 1. 
Donnons à « et à 6 toutes les valeurs dont ces nombres 
sont susceptibles ; les formules précédentes fourniront 


À+ 1 équations distinctes, et, en ajoutant toutes ces 
équations, il viendra 


en(2t)+r(f)+.r[te 0h res | 
21 P P ÿ P 
— 2È (2 —25(t) 22 2). 
P P 2 p 


Maïs comme on n’a besoin de la valeur de x que pour 
savoir si elle est paire ou impaire, on peut, dans cette 
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formule, supprimer tous les termes de la seconde ligne, 
lesquels sont des nombres pairs, et nous écrirons sim- 


plement 
P 


x (24 
FU he 
Fi : Le 
ele 4e 01 
P P TH? 
Si l’on pose 
“p(2)+s, 
P 2 


on aura, en retranchant de qg chaque membre de cette 
formule, 





(8) 


(p— #)q 
P 





nq\ 
e("2) CUT E 


d’où il résulte que l’on a, quel que soit », 


dise gen ee de 


/ 
. . nl 
en ajoutant au second membre le nombre pair 2 E (2) 9 
P 


—=(g —1) 


on obtient cette congruence 


(6) pf PI |e(i+E (2) (mod. 2). 


Posons p — 41+ 1 et donnons à 7 les valeurs 1, 3, 
b,...,(21—1), la congruence (5) deviendra, en faisant 
q ÿ q 
=i(qg—1 +E (: 1) +e (9 2) +E ef"t)+ 
| î 4 ) P P / P / 
(7) | +a(e— à 
DA ÈD | 


Cette formule (7) a lieu, quel que soit le nombre g, 


usage des résultats ainsi obtenus, 


(mod. 2). 
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pourvu qu'il ne soit pas divisible par p, et cette remarque 
nous sera utile plus loin; si g est impair, g —+r est un 
nombre pair et la formule (7) se réduit à 


[er (1 LE (2) +e (7) A ae | 

8) | P, \P P 

C | +E(— 1) 
D. l 


cette valeur de y. peut être mise, comme on va le voir, 





(mod. 2); 





sous une autre forme. Nous supposerons, dans ce qui va 
suivre, g << p; alors le premier terme du second membre 


Pari 





de la formule (8) est zéro, et le dernier terme est : 


car On a 
? = : il q CREER DEN 
a — E— rm VV —— JE NI . 
2 P 2 2 P 
# 
Cela posé, soit 7 un entier donné égal ou inférieur 


2 és 





» et désignons par m le nombre des termes de la 


précédente valeur de d qui sont inférieurs à 2. Le nom- 
M HI) 
MST LAON 

P 
pourra Jamais se réduire à un entier, et on aura, en con- 
séquence, 


bre m+1 étant inférieur à p, l’expression 


E() <<, nt 


L Ve 

d’où 
Ing A Mn TieRe 
fl » 

ou 


me Ll£Emti; 
#I 


ces inégalités expriment que m est le plus grand entier 
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np 
contenu dans a on a donc 
q 


m=E 2). 
q 


Parcillement, le second membre de la formule (8) con- 

À n+i1)p NTOE: < ; 

üendra E june) termes inférieurs à n +1, 51 7 +1 
+ 


n'est pas supérieur à 7 c'est-à-dire si l’on a 








Dans cette hypothèse, notre expression de 4 contiendra 
d’après cela 


(a + 2 | (2) 
) Vi SORTE Val. UE 
(9 | 1 ï 


termes égaux à 2. En outre, le nombre total des termes 





I 
de l'expression de y est £ » et, comme le nombre de 








. . » « Te x |! D . 
ceux qui sont inférieurs à 1 (a L), il Y 
2 UN 
aura, dans p, 


(10) Pt —2) 


2. q 











, « ra | 
termes esaux ä 1 ° 
4] 


Si l’on multiplie l'expression (9) par z, qu’on rem- 
place ensuite z par chacune des valeurs 


qu'on ajoute enfin tous les résultats avec le produit de 


. (6 I . r 
l'expression (10) par ] » il est évident qu’on repro- 





SECTION III. — CHAPITRE LI. 107 
duira la valeur de g. On a donc 











a (2) (22) 4e (LE) mod.) 
2 2 q q 2 q 


La formule (3) s'applique à un nombre premier im- 
pair p et à un nombre impair quelconque q; si donc on 
suppose g premier et que l’on fasse 


(12) (e)=tr, 


q 


le nombre » sera donné par la formule (8) en permutant, 
dans celle-ci, les lettres p et g; on aura ainsi 


(13) =E#(2)+e(22) +.+r(?) (mod, 2). 


\ q 2 gq 


La comparaison des formules (11) et (13) donne 


d’ailleurs on a, par les formules (4) et (12), 


GE) 
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donc 
P—T g—1 


un (jme) 


ce qui est la formule que nous voulions établir. 





Remarque. — Il faut remarquer que le nombre — 1 
est résidu de tous les nombres premiers 4i +1, et qu'il 
est non-résidu des nombres premiers 41 + 3. 

On à effectivement, par la définition du n° 311, 


PIE 


CES 


cette égalité est d’ailleurs comprise dans notre for- 
mule (8); car, si 9 =—1, chacun des termes du second 
membre de cette formule se réduit à — 1, eton a 


pers Le E = — (mod. 2). 


2 








On conclut de là que la congruence 
x? += (mod. p) 


est possible ou impossible suivant quep a la forme 41+1 
ou la forme 41 + 3. Si le premier cas a lieu, le nombrep 
divise la somme de deux carrés, et il est, par suite, la 
somme de deux carrés, résultat auquel nous a déjà con- 
duit le théorème de Wilson. 


333. La formule (7) du numéro précédent exige seu- 
lement, comme nous l’avons déjà dit, que g ne soit pas 
divisible par p. Si l’on y suppose g — 2, les expressions 


E (2). … qui y figurent se réduiront toutes à zéro; on 
P 


aura donc 
A ee 
i —}— (mod,2); 


f 


Il 


L 
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SN 





d’ailleurs, est un nombre impair, et on peut écrire 
sa | = 
= Ne (mod. 2). 
Si, en second lieu, on pose 9 ——2, les expressions 


2 k 
E (2) > E (2) ,... de la formule (7) se réduiront toutes 
à — 1, et on aura 





(mod. 2), 





TDi ei? +1) Uma Piral 
BST M0, 1 8 2 
ou 


ER CFE AE AE 
= ? ee 2) (mod. 2). 





D’après cela, on a, pour tout nombre premier impair p, 


: (p+1)(p—1) “ha (p—1) (p—3) 
Ge Ge 


formules qui expriment le théorème suivant : 





Taéorëme. — Le nombre +2 est résidu quadratique 
de tout nombre premier de l’une des formes 8k +1, 
8k +5; il est non-résidu de tout nombre premier de 
l’une des formes 8k +3, 8k +5. 

Le nombre — 2 est résidu quadratique de tout nombre 
premier de l’une des formes 8k+1, 8k+3; il est 
non-résidu de tout nombre premier de l’une des for- 
mes 8k+5, 8k +7. 


334. Il ne sera pas inutile de présenter ici quelques- 
unes des applications du théorème de Legendre. 
Ona,relativementaux nombres premiers3etp—3n+#1, 


—1 P—Y 


D QE) 
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d’ailleurs, relativement au module 3, +1 est résidu et —# 
non-résidu; si donc on distingue les nombres premiers 
en quatre classes, savoir : 


124 #1, 124 +5, 124 +9, 12K4 Hit, 
on aura cetle proposilion : 


Le nombre +3 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers 12k +1 et 12k+ 11, et il est non-ré- 
sidu de tous les nombres premiers 12k +5, 12k +5. 


Et, d’après ce qui a été dit au n° 311, on peut ajouter : 
Le nombre — 3 est résidu quadratique de tous les 


nombres premiers 12k +1, 12k +79, et il est non-résidu 
de tous les nombres premiers 12k +5, 12k+ 11. 


Ces deux propositions ont été démontrées, pour la 
première fois, par Euler, dans le tome VIII des Nouveaux 
Commentaires de Saint-Pétersbourg. 

Relativement aux nombres premiers 5 etp, on a 


D-(6 
== 


suivant que p est de la forme 57 1 ou de la forme 
5n + 2; si donc on distingue les nombres premiers dans 


mais on a 


les huit classes 
BOAT I, 20479, 20k 17; 20% FO; 
20k+ 11, 20#+13, 20k+17, 204 +19, 
suivant le reste que donne leur division par 20, on aura 
cette proposition : 
Le nombre +5 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20 k+ 1, 20k +9, 
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20k+11, 20k+10, et il est non-résidu de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20k +3, 20k+7, 
20h +13, 20k +17. 

Et, conséquemment : 


Le nombre —5 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20k+ 1, 20k+3, 
20k +9, 20k+ 0, et il est non-résidu des nombres pre- 
miers de l’une des formes 20k+11, 204 +13,20k+17, 
20À +19. 


De la congruence x*—N—o (mod, p), p étant 
un nombre premier. 


399. Le théorème de Legendre fournit le moyen de 
reconnaître, par un calcul facile, si la congruence 


æ?—N=o ({mod.p») 


est soluble ou non; car la condition de résolubilité est 
exprimée par l'égalité 


{N° 
SR 00 
(5) 


r r A , . . N 
l'out revient donc à déterminer le signe du symbole (=) . 
6 


Le nombre N peut toujours être rabaissé au-dessous de p ; 
en outre, si l’on a 


60 3 
1h der AUOT seu 


a, b, c étant des facteurs premiers inégaux, on aura 


ALES | Ad 


mais on a évidemment 


(E)=- 
— = +1, 
P 
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(= (9) 


: ; ; Le 4 ste N 
si « est impair; la détermination de 2 est donc ra- 


si æ est pair, et 


menée à celle des symboles plus simples 


(re (etant 


a et b étant ceux des facteurs premiers de N qui figurent 
dans ce nombre avec des exposants impairs. 
. 2 a 
Considérons l’un de ces symboles, (£ par exemple. 
P 


Sa valeur sera immédiatement connue {n° 333), sia= 2. 


. a , 
Dans le cas contraire, la recherche de () est ramenée, 


À 


par le théorème de Legendre, à celle de fe) + On opérera 


alors à l'égard de (2) comme nous venons de le faire re- 
«a 


+ 


lativement à e et, en continuant ainsi, on tombera 
P 


nécessairement sur des symboles dont la valeur sera 
connue. 


Exemrze. — Soit la congruence 
x? +1459=0 (mod. 22366891), 


qui est l’une de celles que Legendre a considérées dans sa 
Théorie des nombres. 

Le module est ici un nombre premier 4k +3, et 1459 
est lui-même un nombre premier de cette forme; on a 


donc 


Ë JA MEL 469" \ver 1459 __ {22366891 
>)= 22366 891) —  \22366801)/ 1459 
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Le reste de la division de 22366891 par 1459 est 421; 


donc À 
NN PTS re 
su Gr | 
421 est un nombre premier 4k +1; par conséquent, 
N se) TON MEN <40 
“— = == | -— ere | = 
P 421, 421 421 
puisque 4 >< 49 est un carré. 
La congruence proposée admet donc deux racines. 








3906. La congruence 
æ'— N—=o (mod.p») 


ayant été reconnue possible, supposons qu’on veuille la 

résoudre. Nous distinguerons deux cas, suivant que le 

module p est de la forme 4k + 3 ou de la forme 4k+1. 
Supposons d’abord 


PA, 
la congruence proposée étant possible, on a 


p—1 





N?—1=0 où N##—1—o (mod.p), 
et, en multipliant par N, 
NH _N—=o (mod.p), 
d’où il suit que les racines de notre congruence sont 
TE HN, 
Soit actuellement le cas où p est de la forme 4kK + 1 ; 
les nombres 4k + 1 comprennent les deux formes 84 +1, 


8k + 5, que nous allons considérer l’une après l’autre. 
IT, 8 
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Supposons 
P—= 8k +5, 


la congruence proposée étant possible, on a 


NH —1=o (mod.p), 


Où 
(Nté+ + 1) (NÉ — 1)=0 (mod. p); 
on a donc 
NH 1 — 0 (mod, Fa 
où 


NH Lr1=o (mod.p). 
Si c’est le premier cas qui a lieu, on aura 
N# __N—o (mod.p} 
et les racines de la proposée seront en conséquence 
x—=#N#1 (mod. p). 


Si au contraire le deuxième cas se présente, posons 





8=—= Ni+! {mod.p}), d'où 8 = N##—=—N (mod.p»), 
la congruence proposée deviendra 
at +@t=o (mod.p). 


Or le nombre p, qui est de la forme 4k + x, est la somme 
de deux carrés premiers entre eux. On peut donc poser 


à ee de ie A D 
d'où, t et u étant des indéterminées, 
(a+ 6)(#+u) —{(at+6u) +{(au—6t}=o (mod.p). 
On peut déterminer t£ et u par la condition 

au — 6t — 0, 


et il est évident que la congruence proposée sera vérifiée 
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en posant 
= ÆE(at+é6u) (mod.p). 


Il nous reste à examiner le cas où p a la forme 84 +7. 
Alors il n’est pas possible, en général, de résoudre la 
congruence proposée sans tâtonnements, et l’on est obligé 
de calculer les termes de la suite 


P+N, 2p+N, 3p+N,... 


jusqu'à ce qu'on en trouve un qui soit un carré parfait. 
Cela ne peut manquer d'arriver lorsque la congruence 
proposée est possible, et comme le carré que l’on cherche 


, 1 
est moindre que API le nombre des termes à calculer, 


dans la suite précédente, ne pourra Jamais excéder 


1 
rs 

Il peut arriver cependant, dans le cas qui nous occupe, 
que l’on puisse trouver directement les racines deman- 


dées. Soit en effet 2" la plus haute puissance de 2 conte- 
nue dans p — 1: et posons 


æ étant un nombre impair et 4 étant au moins égal à 3. 
La congruence proposée étant possible, on a 


21 


NES 


==nt(mod: p}, 


et il se peut que l’on ait aussi 
N°=T1 (mod.p). 
Admettant cette hypothèse, on aura 
NIMES ENMANER D, 


et comme & est impair, on pourra procéder exactement 
comme nous l'avons fait dans le cas de p == 8k + 5. 
8. 


116 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


De la congruence x? — N = 0, dans le cas d’un module 
quelconque. | 


397. Supposons d’abord que le module soit une puis- 
sance p” d’un nombre premier impair p ; la congruence 
proposée sera 


(1) 2 —+ Neo modi p). 


Commençons par résoudre cette congruence, suivant le 
module p, d’après la méthode du n° 336; si l’on désigne 
par + Ë les racines, on aura 


(2) B_N—0o (mod. p), 


et, par suite, 
(EN) — 0 Sfmod. p:). 


> ; 4 ny 
Or, en développant la puissance (£ + VN), on tronve un 
résultat de la forme 


151 (E + VN) —=a+6vyN\, 


« et 6 étant des entiers, et il en résulte 


(4) (E— YN) —=a—6yN, 
par suite 
(5) a N6— (625 N)i=0 (mod. ph 


La formule (3) ou (4) donne aussi 


| 
+ 
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ou, à cause de la formule (2), 








a—=#? L: me Où Cr. +. À = 2? 'E (mod.p), 


Gti RE Ft EP (mod. p), 


ce qui montre que p ne peut diviser aucun des nombres 
« et 6. Alors on pourra trouver deux entiers t et u tels 
que l’on ait 


(6) dt GCRINEES 


et en substituant cette valeur de « dans la formule (5), 
il viendra 

&(#—N)=o (mod. Pol 
ou 


(7) Ne 0H mod. FAR 


d’où il suit qu’on aura les deux racines de la congruence 


proposée en prenant 
dE ae La 


Remarque. — Lorsque le nombre N est un multiple de 
p, Cas que nous avons exclu, la congruence proposée 
exige que x soit divisible par p. Soit N — p°"N', n étant 
le degré de la plus haute puissance de p° qui divise N; la 
congruence proposée ne pourra être satisfaite que si x est 
divisible par p". Posant donc x = p" z,-elle se réduit à 





gt N'=0 (mod. ARTE Le 


et celle-ci sera impossible ou n’aura que la racine z = 0, 
si N’ contient encore le facteur p. 


338. Considérons maintenant la congruence 


z—N=—o (mod.»”). 
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Soit 2°” la plus haute puissance de 2° qui divise” N, il est 
évident que x doit avoir le diviseur 2”; posant donc 


— HA N/ du 
NES PNR Oo", 


notre congruence deviendra 


y—-2n\ 
Je 


2 TN" —=0 (mod. 2 


D’après cela on peut supposer que N soit impair ou double 
d'un impair. Si N est double d’un impair, il est évident 
que la proposée n’est résoluble que dans le seul cas de 
= 1,et on peut faire abstraction de ce cas. 

Soit donc N impair; si y — 2, la congruence proposée 
se réduit à 


9 


F5 Fe 


pt 


Oo ouà x +1=0 (mod); 


la première est seule possible et n’a que les racines + x. 
Lorsque » est >> 2, la congruence proposée n'est possible 
que si N est de la forme 8% +1, et on obtient facilement 
une solution par des substitutions successives. IL faut 
remarquer qu'une solution particulière conduit à la so- 
lution générale. Car soit x, une racine de la proposée, 
celle-ci pourra se mettre sous la forme 


(x — x) (x +) =0 (mod. >) ; 
d’où 

D ne OR PR Sn RE 
t et u étant deux indéterminées. On tire de là 


% = 
L = RP ADI: 


u est arbitraire et les racines demandées sont données par 
la formule 


Dent, Lo'7000 (mod. sn 
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ExemPze. — Soit la congruence 
x +150 (mod. 2"), 


la valeur x — 1 satisfait à la congruence prise suivant le 
module 2*; on posera donc 


LRQ MS 82, 
et, en substituant, il viendra 
1+x +A{x?—=o (mod. 2f). 


On voit que 1 + x, doit être divisible par 4 et on fera en 


conséquence 
Ly ie As 


ce qui donnera 


1— 7x +16x;=0 (mod.2t), 


ou 
1—792=—=0 (mod. 2‘); 


cette dernière congruence est du premier degré et elle a 
la racine 7; on fera donc 


Liserag 


et on en conclura x, = 27, x — 219. Les racines de la 
proposée seront ensuite données par la formule 


has 1e MOTEUR 
qui comprend les quatre nombres 
21710120) ; 71201 007 
339. Le cas général de la congruence 
x’ —N=o (mod.M)}, 


suivant un module composé quelconque, se ramène aux 
cas précédents par un raisonnement déjà employé; car il 
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est évident que tout nombre qui satisfait à la précédente 
congruence suivant le module 


M — par. Eh 


Ps q»1,... étant des nombres premiers inégaux, satisfera 
1 


D'Rers e 


à la même congruence suivant les modules p”, qg",r 
Ensuite si a, b, c,... désignent des racines de ces con- 
gruences respectives, on aura l’une des solutions deman- 
dées, comme nous l’avons dit au n° 325, à l'occasion 
d’un cas semblable, en déterminant le nombre x de 
manière que l’on ait | 


z=æ a (mod.p’), z=b (mod. q“), z= c (mode 7), 


problème que nous savons résoudre. 
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CHAPITRE IIE. 


PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES D'UNE VARIABLE, 
RELATIVEMENT A UN MODULE PREMIER. 


Des fonctions entières irréductibles, suivant un module 
premier. 


340. Je me propose de présenter ici avec des dévelop- 
pements entièrement nouveaux une théorie importante 
que J'ai déjà exposée dans la précédente édition de cet 
ouvrage, en me plaçant à un point de vue un peu diflé- 
rent. Cette théorie se rapporte exclusivement aux modules 
premiers; elle a été l’objet d’un Mémoire présenté à 
l’Académie des Sciences le 4 décembre 1865. 

Soient p un nombre premier, © (x) et F (x) deux fonc- 
üons entières de x à coeflicients entiers ; si l'on peut trou- 
ver deux fonctions entières d (x), y (x) à coeflicients en- 
tiers et qui soient telles que l’on ait identiquement 


pe) Y(x) =F(a) + pxr(x), 
et, par suite, 


p(x)b(x)=F(x) (mod. p), 


nous dirons que la fonction F (x) est divisible par o(x) 
suivant le module p, ou qu'elle est égale, suivant le mo- 
dule p, au produit des fonctions ® (x), d (x). 
Supposons qu’une fonction entière 9 (x) soit ordonnée 
par rapport aux puissances décroissantes de x; si tous les 
coefficients sont divisibles par p, la fonction sera nulle 
suivant le module p ; dans le cas contraire, soit a le pre- 
mier des coefficients qui ne sont pas nuls suivant le mo- 
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dule p, on pourra trouver un entier « tel que 


aa—=1 (mod.p), 


et par conséquent le produit ap (x) pourra se mettre 


sous la forme 
ep (x) =F(x) +pz(zx), 


F(x) désignant une fonction entière dans laquelle le 
coeflicient de la plus haute puissance de x est l'unité; on 
peut évidemment supposer que tous les autres coeflicients 
soient rabaissés au-dessous de p. 

Une fonction entière F (x) à coeflicients entiers sera 
dite érréductible suivant le module premier p, si elle n’est 
divisible, suivant ce module, par aucune fonction entière 
d'un degré inférieur au sien, et si, en outre, le coefficient 
de la plus haute puissance de x est égal à l’unité. 


341. Taéorëme I. — Si: les deux fonctions 4(x) et 
U(x) n’admettent aucun diviseur commun, suivant le 
module premier p, on pourra trouver deux fonctions 
entières U et V telles que l’on ait identiquement 


Uy(x)— Vy(x)=1 (mod.p). 


En effet, désignons par a et à les coeflicients de la plus’ 
haute puissance de x dans 0 (x) et dans L (x), on pourra 
poser 

p(x)=aÀ, d(x)=46B (mod.p), 
À et B étant des fonctions entières dans lesquelles la plus 
haute puissance de x a pour coeflicient l'unité. 

Cela posé, exécutons sur les polynômes À et B l’opéra- 
tion par laquelle on détermine le plus grand commun 
diviseur, en négligeant les termes multipliés par p et en 
ayant soin d'ajouter à chaque reste un polynôme de la 
forme p(x), choisi de manière qu'après cette addition 
le reste en question soit divisible par le coeflicient du 
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terme le plus élevé; en outre, avant de prendre ce reste 
pour diviseur, nous supprimerons le facteur commun à 
tous ses termes. Comme nous admettons que les poly- 
nômes À et B n’ont point de diviseur commun, suivant le 
module p, on arrivera nécessairement à un reste numé- 
rique r, qui ne sera pas nul suivant le module p. Et, si 
l’on suppose, pour fixer les idées, que le degré de B ne 
soit pas inférieur à celui de À, on aura cette suite d'éga- 
lités ou de congruences : 


AZ=BQ; +rR, 
B=R Q,;+rR 
RES HP OMR Mind D} 


LORE— Roi Q, + Tr 


lis 72... 7, SOnt des entiers qui ne sont pas nuls sui- 
vant le module p; et R;,R,,..., Q:, Q:,... sont des 
fonctions entières de x dans lesquelles la plus haute puis- 
sance de x a pour coefhicient l’unité. De ces relations on 
ure 

7’, Re = À Fa: O, B 

TITS EN == (7, + >)B— Q,A 

1 de Q,Q2) Q | ) (mod. p), 

ris Rs (+ Q:Q:)A— [re Qi + (r1+ Qi Q) Q,1B 


et la dernière de ces relations aura évidemment la forme 
Ti73.. an =MA—NB (mod.p), 


M et N étant des fonctions entières. Soit & le nombre par 
lequel ïl faut multiplier le produit abr r,.,.r, pour ob- 
tenir un résultat congru à 1 suivant le module p; si l’on 
multiplie la congruence précédente par aba et qu’on 
écrive U au lieu de b 4 M, V au lieu de aa N, on aura 


1=Uy(x)— Vy(x) (mod. »), 
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ou 
1 pr) = Uo() — Vo (z), 


ce qu’il fallait démontrer. 


342. Taéorkme Il. — 4S; Za fonction entière F (x), 
irréductible suivant le module premier p, divise, suivant 
ce module, le produit o (x) (x) des fonctions entières 


o(x) et d (x), elle divisera l’un au moins des deux fac- 
teurs. 


En effet, si la fonction Ÿ (x) n’est pas divisible suivant 
le module p par la fonction F (x), comme celle-ci est ir- 
réductible,, elle n’admet aucun des diviseurs que Ÿ(x) 
peut avoir. On pourra donc trouver trois fonctions en- 
tières P, Uet V telles que l’on ait 

IH pPÆUF (x) Vh(z); 


on a d’ailleurs, par hypothèse, 
p(æ)v(z) —F(x) f(x) =pz(x); 


f(x) et x (x) désiguant des fonctions entières, et il vient, 
en multipliant les deux égalités précédentes l’une par 
l’autre, 

Lo (x) dx) — Fa) f(x)](i + pl) = py(x) [UF (x) — Vy(x)], 


ou 
Ve) lola) + (Per) + V2) = (2) f(x) +p[P/ (a) -+Ux (1. 


Le polynôme F (x) divise donc algébriquement Île pre- 
mier membre de l'égalité précédente. Or, par notre hy- 
pothèse, ce polynôme ne divise point d(x),etil na en 
conséquence aucun facteur commun avec d (x), puisqu'il 
est irréductible; donc il divise la fonction 


plz) +p[P(x) + Vx(x)], 
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etona 
ge) =F(x) f(x) + px(x), 


p(xæ)=F(x)fi(x) (mod.p), 


fa (x) étant une fonction entière. 


ou 


CorozLarme. — Sï la fonction entière F (x), irréduc- 
tible suivant le module premier p, ne divise suivant ce 
module aucune des fonctions 4, (x), & (x),...,0,(x), 
elle ne peut diviser la fonction 


tr) = ax) pr). .en (x) +px(x) 
congrue par rapport à p au produit des fonctions v;, 
2: . , On + 
Cette proposition se déduit immédiatement du théo- 
rème qu'on vient d'établir. 


Remarques sur la décomposition d’une fonction entière 
en facteurs irreductibles. 


343. Si une fonction entière o (x), non congrue à zéro 
suivant le module p, n’est pas irréductible, elle sera de- 


composable en facteurs irréductibles ; en d’autres termes, 
on aura 


SENTE (x) nb ol cn TC) prit), 


F(x), F;(x), etc., étant des polynômes à coefficients 
entiers, irréductibles suivant le module p, (x) une fonc- 
tion entière et & le nombre par lequel il faut multiplier 
o (x) pour réduire à l’unité le coefhicient de la plus haute 
puissance de x. 

Il résulte du corollaire du théorème précédent que la 
fonction #v{(x) n’est décomposable suivant le module p 
qu’en un seul système de facteurs irréductibles ; car sup- 
posons que l’on ait 


MES EME. py(r) 
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les facteurs Fet f étant supposés irréductibles. Le facteur 
irréductible F divise suivant le module p l’un des facteurs 
du premier membre, f par exemple, d’après le corollaire 
cité, et en conséquence il est congru à ce facteur, puisque 
celui-ci est lui-même irréductible. Remplaçant donc f 
par F+py(x), notre égalité prendra la forme 


FAR . DE eng) A HS ne À Pop y (ris 


la fonction y (x) doit être nécessairement divisible par F, 
et, en faisant la division, il vient 


HSE: eee 


En poursuivant ce raisonnement, on voit que les fac- 
teurs F, F;,, F:,... sont respectivement égaux à f, 
fis fes... suivant le module p. 


344. Il peut arriver que plusieurs des facteurs irré- 
ductibles de la fonction ay{(x) — (x) soient égaux 
entre eux; dans ce cas, la fonction P(x) a un diviseur 
commun avec sa dérivée. Supposons que l’on ait 


Rx Nm (e) pa (ir), 


Xi, X2,..., X,, désignant des polynômes irréductibles 
suivant le module p et différents entre eux suivant ce 
module. Si l’on prend les dérivées des deux membres de 
à 
; 


cette égalité et qu'on représente par X° la dérivée de X,, 


on aura 


ACTE N°2 
É L 


il 2 


— Lx) + px'(x); 


na Pa / 7l ” Le = pe 
" FER. (72: X XXe ! en: sie + Zn nm À pan TO) 


si aucun des exposants 7, 7:,...,n, nest un multiple 
de p, le facteur entre parenthèses n’est divisible, suivant 
le module p, par aucun des facteurs irréductibles X,, 
X5,..., X,,; car pour qu’il fût divisible par X;,, par exem- 
ple, il faudrait que X; divisät l’un des facteurs du pro- 
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duit 
dés cuit dt 
or cela est impossible, puisque X:, X3,..., X,, sont irré- 
ductibles et différents de X;, et que le degré de X° est 
inférieur à celui de X,. Le produit des facteurs irréduc- 
tibles communs à ® (x) et à sa dérivée est donc 


ñn;—!l Ha—t Ryp | » 


1 2 


c’est le plus grand commun diviseur de ces fonctions, 
suivant le module p, et pour l’obtenir on suivra la règle 
ordinaire en négligeant dans chaque division les multiples 
de p qui se présenteront, et en ayant soin de ramener à 
l'unité le coeflicient du terme le plus élevé de chaque 
reste, avant de prendre celui-ci pour diviseur. 

Si l’un des exposants, 7, par exemple, est mulüple de p, 
le facteur X, entrera à la puissance 7, dans le plus grand 
commun diviseur. 

Désignons par V, le produit de ceux des facteurs X,;, 
X:,..., qui figurent dans (x) avec un même expo- 
sant 7, par V, le produit de ceux qui ont l’exposant 7, 
et ainsi de suite; on aura 


VENUS vs ; CU tæ) —- pxlx), 


et, par un raisonnement identique à celui dont nous avons 
fait usage au n° 50, on prouvera que les facteurs V;, V;, 
V:,... peuvent être obtenus au moyen de simples divi- 
sions algébriques. 


Des fonctions entières d'une variable, réduites suivant 
un module premier et suivant une fonction entière 
trreductible, 


345. Si l’on divise une fonction entière $ (x) par un 


polynôme irréductible F (x) d’un degré quelconque v, 
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on obtiendra un quotient (x) et un reste qui pourra 
être représenté par f(x) + py(x),. f(x) étant une fonc- 
tion entière du degré y — 1 au plus dans laquelle les coef- 
ficients peuvent être pris, à volonté, entre les limites o 


?] + va I 7 7e I : . . 
et p ou entre ml, ets =. On aura ainsi 





(x) = f(x) +F(x)o(x) +px(z), 
ou 
(x) =f(x)+F(x)o(x) (mod.p). 
La fonction f (x) sera dite la valeur réduite de f(x), 
suivant le module p et suivant la fonction irréduc- 
tible F{x). 


L'expression générale des fonctions réduites est 


f(x) = Go + AT + Aa? +. mr M get 


chacun des coeflicients 45, &,,..., étant susceptible de 
recevoir p valeurs différentes, par exemple 


Ce NS PURE AO A AN NE à 


la fonction f(x) peut avoir p” valeurs distinctes. Parmi 
ces valeurs il y en a p qui sont indépendantes de la va- 
riable x, ce sont les p nombres 


On its Bof ten e a (Wrath Le 


Taéorème. — Soient X,, X:,..., X, m fonctions 
de x réduites, suivant le module p et suivant la fonc- 
tion entière irréductible F (x). Soit aussi 

FAR À TES À ANS USE AS CE 
une fonction entière du degré m de la variable X, dans 
laquelle les coefficients sont des fonctions entières de x. 


Si les résultats de la substitution de X,,X,,...X,, à X 
dans $(X) sont tous divisibles par F (x), suivant le 
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module p; on aura identiquement 


F(X)=A(X—X )(X—X:).. .(X—X) 
+F(x)e(X,2) + px (Re), 


œ et y étant des fonctions entières, à coefficients entiers, 
des deux variables x et X. 


En effet, regardant X;,, X,,..., X,, comme des indé- 
terminées, désignons par #, (X)et R, le quotient et le 
reste de la division de $ (X) par X — X, ; soient de même 
% (X) et R; le quotient et le reste de la Re de #, (X) 
par X— X, , et ainsi de suite; en sorte que S, (X)etR, 
exprimeront le quotient et le reste de la dernière division, 


savoir celle de $,._; (X) par X —X,,. Les égalités 


RER OX 'ÉTROCTEER 
F(X)=(X—X:) É(X) +R, 


donneront, à cause de $,, (X) = À, 


es Set X—X;)+R:(X—X,)(X—X,) +... 
RU R CS NX IX | 
re (REX, ‘ Med ie 


et si l’on remplace X successivement par X;, X,,...,X,, 
il viendra 

(X;) eh, 

(X:) = R, + R;(X:— X;), 

(3) . (X) =R +R (X; — Xi) +R, (X; —X,)(X; — X;), 


A, à, 


ea, 


A Xa)=— R, AL R: (Xn— X;) + 
RL x MINT LS Xe eu | 


Supposons maintenant que X1,X:,...,X, désignent 
IT. 9 
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des fonctions entières de x, réduites suivant le module p 
et suivant la foncuion irréducuble F(x). Si ces fonctions 
sont distinctes, aucune de leurs différences deux à deux 
ne pourra être divisible par F (x), suivant le module p, 
et comme les premiers membres des formules (3) le sont, 
par hypothèse, les polynômes R,, R,,...,R, seront eux- 
mêmes divisibles par F (x), suivant le module p. Alors 
la formule (2) prendra la forme 


(4) ( F(X)— A (X—X;)...(X—X,) 
l + F(x)o(X,r)+py(X,x), 


conformément à l'énoncé du théorème. 


Coroctaire.— Soit $ (X) une fonction entière des deux 
variables X et x, du degré m, par rapport à X, et dans 
laquelle le coefficient de X" n’est pas divisible, suivant 
le module p, par la fonction irréductible F (x); si l’on 
substitue successivement à X les p” fonctions de x ré- 
duites suivant le module p et suivant la fonction F (x), 
parmi les p” résultats obtenus illy en aura m au plus 
qui seront divisibles par F (x) suivant le module p. 


En effet, supposons les rm fonctions de x 
A 9 Ks CR CMrS"] Xe 


réduites, suivant le module p et suivant la fonction F(x), 
telles que 

FUREUR NX 
soient divisibles par F (x) suivant le module p. Alors la 
formule (4) aura lieu identiquement, et si l’on y rem- 
place X par une fonction réduite X,,,; distincte de X,;, 
Ka s set A NOIMAUTE 


FX ER “HA, (Xm41 — X)- ° (Xnyi — Xn) 
HF(z)o(c)æ+px(z). 
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Or, F(x) ne peut diviser suivant le module p le pro- 
duit des différences X,,4,: —X;, Xy41— X»,..., donc 
pe] . . ° 

F(Xuy) n’est pas divisible, suivant le module, par le 


polynôme F(x). 


Propriétés fondamentales des polynômes trréductibles 
suivant un module premier. 


346. Taéorkme Î. — Tout polynôme F (x) à coeff- 
cients entiers et du degré v, trréductible suivant le 
module premier p, divise, suivant ce module, la fonc- 


tion xP —x. 

L'expression générale des fonctions entières de x, ré- 
duites suivant le module p et suivant la fonction irré- 
ductible F (x), est 


y — I 


4 ? 


2 À 


be) = henri al 


dy} @43-..3 &,_, étant des entiers compris entre o et 


7e 





——) I 
p-—1, ou entre sk A et + — + L'une de ces fonc- 


tions est nulle, nous en ferons abstraction et nous dési- 
gnerons par 


1 


(1) X:, A X sol Me k 3 X 


les p’— 1 fonctions réduites différentes de zéro. 

Cela posé, désignons par f(x) une fonction entière 
de x non divisible par F{x), suivant le module p, et 
considérons les produits des fonctions (1) par f(x), sa- 
voir : 


(2) DU CTP CP AE DIDE ET X of (x). 
Aucun de ces produits n'est divisible, suivant le mo- 


dule p, par le polynôme irréductible F (x), puisque les 
facteurs qui le composent n’admettent pas ce diviseur: 


9. 
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la différence de deux termes de la suite (2) ne peut elle- 
même être divisible par F (x), suivant le module p, car 
cette différence est évidemment un terme de la suite (2). 
Si donc on prend les valeurs réduites des produits (2), 
suivant le module p et suivant le polynôme irréducti- 
ble F{x), ces valeurs seront distinctes et aucune d'elles 
ne sera zéro ; en conséquence, elles coïncideront, abstrac- 
tion faite de l’ordre, avec les termes de la suite (1). Il 
résulte de là qu'il existe entre les fonctions de la suite (2) 
et leurs correspondantes de la suite (1) p’—1 con- 
gruences de la forme 


Xnf(x)=X;+F(x)o(x) (mod.p), 


et si l’on multiplie entre elles toutes ces congruences, il 
viendra 


XX xs [J (x) 1] =F(x)g(x) (mod. p), 


p (x) étant une fonction entière. Le produit X, X,...X,"_, 


n'est pas divisible par F (x), suivant le module p, donc 
on a 


(3) S(x)P—'—1=F(x)o(x) (mod. p), 


ou, en multipliant par f(x), 


(4) FR) —F()ZF(x)9 (+) (mod. p). 


Nous avons supposé {a fonction f (x) non divisible par F(x), 
suivant le module p, mais il est évident que la formule (4) 
subsiste quand f(x) est un multiple de F (x). 

La formule (4) ayant lieu, quelle que soit la fonction 
entière f (x), prenons f(x) = x, il viendra 


(5) 2 z=F(r)o(x) (mod. p), 


ce qui démontre le théorème énoncé. 
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847. Lemme. — Soient f (x) une fonction entière de 
la variable x, p un nombre premier et n un nombre 
entier quelconque ; on a 
Fer) =[S(e)" + px (æ), 
4 (x) désignant une fonction entière. 


Soit 
F(x) += @o —+ a; T + A2 X° +. se —— UnTC's 


la puissance p*"*° de f(x) renfermera d’abord les puis- 
sances p°”"*" des différents termes; elle renfermera en outre 
d’autres termes contenant certaines puissances de plu- 
sieurs termes de f(x); le coefficient de l’un quelconque 
de ces derniers termes aura la forme 


RUE MENT 
Ne e ANCE LRO à US Tr 79 


Gi Ga», qu étant des nombres inférieurs à p; ce coefli- 
cient est donc divisible par pet l’on a 


{z)lr+px(z)= a +a x +ax Pr +... a AS 


2 à mn 
mais, par le théorème de Fermat, on a 


abP—=a (mod.p); 
donc 


(f(x) + py (x) = a+ a xP + a: 2'P +... + am x"P 


ou 


F(zr) =[/ (x) px(x), 


x (x) étant une fonction entière. 


. » . —{ . . . 
Si l’on écrit x?” au lieu de x, il vient 


Fer) = [rar ) + px (x), 


x (x) désignant ici une nouvelle fonction entière. Cela 
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posé, admettons que l’on ait 


AC EE PIC Re 7102E 
en élevant cette égalité à la puissance p, et ayant égard à 
la précédente, il vient 
Far) = (Fa) +px(z). 


Donc, si cette dernière égalité a lieu pour une valeur de 
l’exposant 7, elle a lieu pour la valeur immédiatement 
supérieure; d’ailleurs elle a été démontrée pour n =1, 
donc elle est générale. 


349. Taéorëme II. — Une fonction entière F (x) du 
degré v, irréductible suivant le module premier p, ne 

ne s P : Le, 
divise la fonction x? — x, suivant ce méme module, 
que dans le cas où p est un multiple de y. 

Je dis en premier lieu que si l’on a u << v, la fonc- 


. ZL ee" . 
ion xP”— x n'est pas divisible par F (x) suivant le mo- 
dule p, c’est-à-dire qu’on ne peut avoir 


(1) 2 x F(x)o(x)+px(x), 


® (x) et x (x) étant des polynômes à coefficients entiers. 
Admettons, en effet, que cette égalité (1) ait lieu, et po- 
sons 


fi(x)=a+aix+aix +. UT DL 


Go M, --, étant des entiers quelconques compris entre o 
etp — 1. On aura, d'après le lemme qui précède, 
F. ( #) 
ACTES DEAR LAN ER à 
%1 (x) étant une fonction entière, et si, dans le second 


membre de cette identité, on remplace xr” par la va- 
leur x+ F{(x)o(x) + px (x) tirée de la formule (1), 
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il est évident que ce second membre prendra la forme 
f(x) +F(x)d(x)+pY(x), 


Pet Ÿ étant des polynômes à coeflicients entiers; on aura 
donc 


(2) Lf(x)lrf— Fe) =F(x)d(x) +pY(x). 
Il résulte de cette formule (2) que si, dans la fonction 
KP —X, 


qui est du degré p*, on remplace X par chacune des p° 
fonctions réduites suivant le module p et la fonction F(x), 
on obtient p” résultats qui sont tous divisibles par F (x), 
suivant le module p. Or, cela est impossible (n° 345) 
si g <T v; donc la formule (1) ne peut avoir lieu dans ce 
cas, 

Je dis, en second lieu, que Îa formule (1) ne peut avoir 
lieu que si & est divisible par v. En effet, soit q le quo- 
tient et r le reste de la division de w par y, en sorte qu’on 
ait 





NOT Fr, 
D'après le théorème I (n° 346), F (x) divise, suivant le 
module p, la fonction 
Y y 
LP IN Lx? Ti— Dé 
et celle-ci divise algébriquement 
"1 q 
a (xP Tl— 1 mAarÉ ex, 
car l’exposant p’— 1 est un multiple de p’—r. Donc 
vq L3 . L] . 
xP — x est divisible, suivant le module p, par F (x). 
LC] A] L- 2 j A 
Mais, par hypothèse, la fonction x?° — x est elle-même 


divisible par F (x), suivant le module p; donc il en sera 
de même de la différence 


72 _vq 2q+r vq 
PR TAN RTE Di NANIREEENT EL — XP. ; 


4 
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d’après le lemme du n° 347, cette différence est congrue, 
suivant le module p, à la puissance 


» 
72 
(rx)! 


et cette puissance ne peut être divisible par F (x) suivant 
le module p, à moins que 


g 


r 
LP — x 


ne le soit elle-même. Or, cela ne peut être, comme on 
l’a vu plus haut, que si r — 0, puisque r'est inférieur à v. 


Détermination du nombre des fonctions entières de 
degré v irréductibles suivant un module premier P. 


9349. Nous sommes actuellement en mesure d'établir 
qu'il existe, dans chaque degré v, des fonctions entières 
irréductibles suivant un module premier p; ilest même 
facile, comme on va le voir, de déterminer le nombre de 
ces fonctions. 

Considérons la fonction x — x, et supposons-la dé- 
composée en facteurs irréductibles suivant le module 
premier p, de manière qu’on ait 


F(x)Fi(x)Fe(x)... 2x + py(x), 


F{x), Fix), F,(x), etc., étant des fonctions entières. 
irréductibles suivant le module p,ety (x) une fonction 
entière quelconque. 


Deux des facteurs F, F,, F,,etc., ne sauraient être 


égaux entre eux, puisque la fonction x? — x n’a aucun 
facteur commun avec sa dérivée. En outre, les dévelop- 
pements que nous avons présentés plus haut conduisent 
aux conséquences suivantes : 


1° Toute fonction entière de degré », irréductible sui- 
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vant le module premier p, fait partie de la suite F (x), 
RTE ES (æ)setess 

2° Le degré de l’une quelconque des fonctions de cette 
suite est égal à y ou à ur diviseur de y; 

3° Celles des fonctions F(x),F,(x), F, (x), etc., dont 
le degré est un diviseur y de v inférieur à v, sont divi- 


seurs, suivant le module p, de la fonction x?"—x. 


» 1: . où # y 
Il résulte de là que si l’on divise la fonction xP — x, 
suivant le module p, parle produit de toutesles fonctions 


irréductibles qui divisent l’une des fonctions x?” — x, où 
u est un diviseur de y, on obtiendra un quotient V qui 
sera le produit de toutes les fonctions entières de degré v, 
irréductibles suivant le module p. 


Par exemple, si y est un nombre premier, les facteurs 


irréductibles de x?” —x sont tous du degré y ou du 
degré 1; le produit des facteurs du premier degré est 
æ(x—1)(æ—2)...(x —p +1), ou x7— x. On aura 
donc, dans ce cas, 

xl — œ. 

1 


a 


AP — x 


le degré de V est ici p’— p; par conséquent, le nombre N 
des fonctions entières d'un degré premier y, irréductibles 
suivant ur module premier p, est 





NN 


Ÿ 


Passons maintenant au cas général : soit 


MAR e TRE ln 
y” [4 Ph 
? 1, 7: Li ? 


is G25:.-,m Étant des nombres premiers inégaux, et 
His as... 1, des entiers positifs quelconques. Pour abré- 
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ger l'écriture, je poserai, quel que soit l’entier à. 


PA Æ == 2]; 


et je ferai en outre 


—= {| 


a LEA er 
X: == SU 2 ee EE 9 
qi al _Tm 
IE 
L9J1q2 » RS fm m. 


«7 ? F 
pes | ; 
fiQ2-.-{m À 


la fonction X, sera ainsi le produit de 


4 














mim—ax)...(m—k +3) 





LUE LUE 


symboles [ |, et les dénominateurs des arguments de ces 
symboles seront les produits À à À des m nombres q:, 
G2ye 59m. Cela posé, je dis que l’on aura 

6,09 Let 


XL XX cuve 


Coucevons que le numérateur et le dénominateur de 
cette expression aient été décomposés en facteurs irré- 
ductibles, et désignons par F (x) l’un de ces facteurs. 
Si F(x) est du degré v, il ne figurera que dans X; par 
suite 1} aura l’exposant 1 dans le numérateur de l’expres- 
sion précédente, et le degré zéro dans le dénominateur. 

Supposons que le degré u de F (x) soit inférieur à »; 
quelques-uns des facteurs premiers q entreront dans y au 
moins une fois de plus que dans p; si l’on désigne par 
is 25... q, Ces facteurs, dont le nombre s peut se ré- 





. ’ ° . V . . . . 
duire à 1, le degré p divisera — , mais il ne divisera 
gite. qs 


pas le quotient de » par un nouveau facteur q, tel que {sui 
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Le facteur irréductible F (x) figure dans X à la pre- 
miére puissance; cherchons généralement avec quel expo- 
sant il se trouve dans X4. Si l’'ona 45, la fonction X; 
ne contient pas le facteur F (x); mais si l'on a À 5 ou 
k = 5, il est évident que X; contiendra autant de facteurs 
égaux à F (x) qu'il y a d'unités dans le nombre des com- 
binaïsons de s lettres prises À à À, nombre qui a pour 

s(s—1)...(s—k+r) ; j 

valeur Do x y 3) Par conséquent, le numé- 
rateur et le dénominateur de l'expression précédente 
contiendront le facteur F (x) avec des exposants qui seront 


respectivement égaux à 








et 


s SES em LS 29 NT fe 
peste blem in lp) 222 (5 A) ne és 
il 1 FES VAI Em 


Mais ces deux nombres sont égaux, car leur différence est 
évidemment égale à (1 — :)° ou à zéro, Donc le numéra- 
teur de notre expression est divisible, suivant le module p, 
par le dénominateur, et le quotient de la division est bien 
égal au produit V de toutes les fonctions entières de de- 
gré y, irréductibles suivant le module p. 

Il convient au reste de remarquer que le numérateur 
de l'expression de V est algébriquement divisible par le 
dénominateur; et, pour démontrer ce fait, il sufht de re- 
produire le raisonnement dont nous venons de faire usage, 
en représentant loujours par 4 un diviseur de y et en 
substituant au polynôme F{x) de degré y l’un des facteurs 


AURET Ter TV Le : ’ 
linéaires qui divisent aleébriquement 47° — x, mais qui 
q s q ) { 


. 22 na 
ne divisent pas x7""— x, lu étant Cp. 
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Le degré du polynôme V peut être représenté par 


y y 


4 y 
PS ph S put (a Sp +)" pin 


et, puisque ce polynôme est le produit de toutes les N 
fonctions entières de degré v, irréductibles suivant le 
module p, on aura 


y ARTE 


rep D +(— " pres UE DRE ER (es 1)" ph 19e... 


v 


e 


300. On peut conclure de la formule précédente deux 
limites très-simples du nombre N des congruences irré- 
ductibles de degré v, suivant le module premier p. Effec- 
tivement, en partant de la formule 

DETTE Re fe ARR Ds Lei 
I 1.2 
on aura 





DER, 2 ae den US US ML IPS LE LE 
/ k—3 lool 
qu =e)p= +) (es) er 
CET TU Tnl 122..À 

RL nn bn din) Le dnte. t UE ar US 


la caractéristique log exprimant des logarithmes népé- 
riens. 
On conclut d’abord de cette formule 


N< (1 +) 282 (Er (SR, 
y I y° Lu v5/ 1.2.3 
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ou 
NP PIENTR 
% 
puis 
/ EE Undp. 
y log » 2 y log? s y2 oc p 
ee Ur RO RARE 6 NRREE EALLE NE PE 
y I Pr D air, 295 
ee V——r 
Vv Ÿ 
ou 


») P°— P 
N pv) p—p 
F VE==AI Ÿ ; 
® (v) désignant la totalité des nombres premiers et infé- 
rieurs à v. Chacune des limites que nous venons de 


trouver exprime la valeur de N quand y est un nombre 
premier. 


Sur la décomposition d’une fonction entière donnée, 
en facteurs irréductibles suivant un module premier. 


351. S'il s’agit de décomposer une fonction donnée 
f(x) en facteurs irréductibles suivant le module pre- 
mier p, on devra d’abord chercher si cette fonction a des 


diviseurs multiples; car si elle en admet, elle sera de la 
forme 


UCI UV AVE (mod x), 


V;, V:,... étant des fonctions entières qui n’admettent 
L2 9 . O 

que des facteurs simples et que l’on peut obtenir (n° 344) 

par de simples divisions algébriques. 

La question est donc ramenée au cas où f(x) n’a que 
des facteurs simples; alors cette fonction et sa dérivée 
n’ont aucun diviseur commun, suivant le module p. 

Cela posé, on aura le produit des facteurs irréductibles 
du premier degré de f(x) en cherchant le plus grand 
commun diviseur des polynômes f(x) et x? —x; dési- 
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gnons par P; ce plus grand commun diviseur qui peut: 
se réduire à l’unité et posons 


S(x) —Pp,f (x) (mod.p), 


4 , . . 
$,(x) étant une fonction entière. 


On aura de mème le produit des facteurs irréductibles 
du deuxième degré de f(x) ou de $,(x), en cherchant le 
plus grand commun diviseur des polynômes #,(x) et 
ap? — x, et si P, désigne ce plus grand commun diviseur, 
lequel peut encore être égal à 1, on aura 


(x) P,$ (x) (mod.p), 


$, (x) étant une fonction entière. 

Pareillement, le plus grand commun diviseur P, des 
fonctions $, (x) et x?° — x donnera, s’il ne se réduit pas 
à 1, le produit des diviseurs du troisième degré; on aura 

$, (t)=P, F, (2) (mod. p), 


et ainsi de suite. Il est évident qu’en continuant ainsi on 
trouvera nécessairement une fonction Fu(x) quise ré- 
duira à l’unité, et l’on aura | 
F(x) = PI PP PB (MOI 


Il reste, pour achever la solution, à décomposer chacun 
des polynômes P, en facteurs irréductibles du degré v. 


Pour cela, la méthode la plus générale consiste à effectuer 
la division du polynôme P, par la fonction 


PORT HAT ANA MER À 1 D HS 


dans laquelle les coefficients sont indéterminés, et à ex- 
primer que les y termes du reste sont congrus à zéro sui- 
vant le module p. On obtiendra ainsi un système de y 
congruences au moyen desquelles on pourra déterminer 


les y coefficients A, A,,..., A. Si y désigne le degré 


de la fonction P,, il est évident que le système de con- 
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gruences dont il vient d’être question admettra p systèmes 
de solutions qui répondront respectivement aux p poly- 
nômes irréductibles de degré v dont le produit est égal 
a 

Le problème dont nous venons de nous occuper com- 
prend comme cas particulier celui qui a pour objet la 
recherche de toutes les fonctions entières de degré », irré- 
ductibles suivant le module p. On tombe effectivement 
sur ce dernier problème, en supposant dans ce qui précède 


S(x) gp ip, 


Classification des fonctions entières de degré y irréduc- 
tibles suivant le module premier p. 


392. Soit 2 un diviseur de p’—1, la fonction x" —: 


HA y y k e 
divisera xP-!— 1 où x? — x; si donc on la décom- 
pose en facteurs irréductibles, suivant le module p, en 
sorte qu'on ait 


Fret) Rift) 2. 1 Epy(x), 


x(x) étant une fonction entière, les fonctions F{x), 
F,(x),... feront partie de la suite des facteurs irréduc- 


tibles de x? — x, et en conséquence leur degré sera égal 
à y ou à un diviseur de v. 

Si F(x) est une fonction entière du degré v, irréduc- 
tible suivant le module p, et que n représente le plus petit 
nombre tel que x" — 1 soit divisible par F{x) suivant le 
module p, je dirai que la fonetion F{x) appartient à 
l’exposant n. Il est évident que z est un diviseur de 


p’—1, car F(x) divisant, suivant le module p, les deux 


Li L1 y . L1 . 
fonctions x? =! —1 etx"— 5, elle divisera aussi æ°—r, 


si l’on désigne par @ le plus grand commun diviseur des 
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nombres p’—1 et », et puisque F{x) appartient à l’ex- 
posant 7, il est nécessaire que l’on aït 8 = n. On voit 
aussi que 7 doit être un diviseur propre à p’—1, c’est- 
à-dire que n ne peut diviser p#— 71 si p est << y; car s’il 


en était autrement, x" — 1 serait un diviseur de x?"—1—1 


et cette dernière fonction serait par suite divisible par 
F{x) suivant le module p, ce qui est impossible dans 
l'hypothèse de uv. 

Cela posé, nous nous proposons de déterminer le 
nombre des fonctions entières de degré », irréductibles 
suivant le module premier p, et qui appartiennent à l’ex- 
posant 7 diviseur propre de p”— 1. 

Le nombre 7 étant décomposé en facteurs premiers, 
soit 

BE QU gg 
is G2»--+3 Qm Étant des nombres premiers inégaux; 
posons aussi 


D Loan. 








n n é n 
ai Jar I xlia % ASE WEB at TO 
n 
XV nr ep, 


la fonction X; sera, comme on voit, le produit de 
m(m—i1)...(m—k+i1) 


à 
| 


NT facteurs qui se déduiront de 


LL 


xx — 1 en prenant pour 8, les produits Æ à k des facteurs 


is fase. Qme Si Von désigne enfin par V le produit de 
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toutes les fonctions entières de degré v, irréductibles sui- 
vant le module p, et qui appartiennent à l’exposant n, je 
dis que l’on aura 

y — XXI XX. 

DH AD CAD AC EUR 
Pour justifier cette assertion, nous emploierons un rai- 
sonnement semblable à celui dont nous avons fait usage 
au n° 949. Les deux termes de lexpression de V étant 
décomposés en facteurs irréductibles, soit F (x) l’un de 
ces facteurs; si la fonction F(x) appartient à l’expo- 
sant 7, elle ne figurera que dans X ; en conséquence, elle 
aura l’exposant 1 au numérateur de V et l’exposant zéro 
au dénominateur. Si la fonction F{x) appartient à un 
exposant m inférieur à 7, m divisera les quotients obtenus 
en divisant 7 par quelques-uns des facteurs g, a Gore) Qs 
par exemple; le facteur F{x) figure dans X à la pre- 
mière puissance; il ne figure point dans X, si l’on 
a K>>s; mais si l’on a À 5, F{x) entrera dans X, avec 
sfs—1)...(s—# +17) 
LPAERA 

des combinaisons de s lettres prises # à k. Il résulte de 


l’exposant qui est égal au nombre 


là que quand on aura simplifié l'expression de V, le fac- 
teur F(x) aura l’exposant 





S SG Qi 
Fa LE #2 


I — — 


a 
à a (1—1)ÿ = 0, 


. 





. 
LA 


et, en conséquence, la fonction V est égale au produit de 
toutes les fonctions irréductibles de degré y qui appar- 
tiennent à l’exposant n; nous désignerons par N le nombre 
de ces fonctions. 

Le degré de la fonction V est 


77 77 72 mn 7 
p—(2+i+st)+ (tt) 
Te u7à Gm Elan a E 


PACE 
II, 10 
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6 CR 


on aura donc 


n=infi—t)(it). (2), 
? Zi Q2, Im 


ou 


ou 





en désignant par ©(7) le nombre des entiers inférieurs 
à n et premiers à 72. 

Si r est un nombre premier, la formule précédente se 
réduit à 


ñn — 1 
NZ 





2 
? 


et l’'onentire 
n—=YVN +1, 


d’où il résulte que tout nombre premier, diviseur propre 
à p’— 1, est de la forme ky +1, ce qui rentre dans un 
théorème dû à Euler. 


353. On voit, par ce qui précède, que les fonctions 
entières de degré y, irréductibles suivant le module p, se 
partagent naturellement en plusieurs classes, d’après 
l’exposant auquel elles appartiennent. L’une de ces classes 
comprend les fonctions qui appartiennent à l’exposant 
p'—1et qui Jouent un rôle important dans la théorie 
que nous exposons ; on a, par exemple, la propriété remar- 
quable comprise dans le théorème suivant: 


Tuéorime. — Si F{x) désigne une fonction de 
degré y, trréductible suivant le module p, et appartenant 
à l’exposant p’—1, on obtiendra les p” —1 fonctions 
entières de degré y —x1 distinctes suivant le module p, 
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en prenant les restes de la division par F (x) des puis- 
sances 

ND NT ane xp, 


En effet, deux de ces puissances, x” et x"#", divisées 
par F (x), ne peuvent donner des restes de degré » —1 
congrus suivant le module p ; car autrement l'expression 


Cotes NEC L'WBS- ue CAES à 


serait divisible par F' (x) suivant le module p, et il en 
serait de même de x” — 1 : or cela est impossible, puisque 


n est moindre que l’exposant p’—1 auquel appartient 

304. J'indiquerai ici une conséquence assez remar- 
quable de la théorie que nous venons d'exposer et qui con- 
siste dans la proposition suivante : 


TuéorÈme. — Si n est un nombre premier, que a 
soit une racine primitive de n, et que le module p soit de 


la forme a + kn, la fonction 
T'—1! 


Frans 
TD — I 





sera irréductible suivant le module p. 


En effet, 7 est un nombre premier; il est d’ailleurs di- 
viseur propre à p"7!— 1, puisque p — En est une racine 
primitive de 2; donc le nombre des facteurs irréduc- 


g. (2h ee 


tibles de V, suivant le module p, est ici égal à S . QU 

: . a: ALT ES 

CoroLLairE. — Si n est premier, la fonction DE 
De 


est ALGÉBRIQUEMENT érréductible. 


En effet, soit & une racine primitive de z. L'illustre 
Lejeune-Dirichlet a?/prouvé que la progression arithmé- 
tique. 

aa n'a rain, a+ 3n,4., 
10. 


? « 
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renferme une infinité de nombres premiers. Soit 


p—=a+ kn 
, . . ol ms 5 I 
l’un de ces nombres premiers ; la fonction ——— est 
TT 
irréductible suivant le module p; donc, à plus forte rai- 


son, elle est irréductible a/gébriquement. 


Comparaison des fonctions entières trréductibles suivant 
le module p, qui appartiennent à des exposants for- 
més des mêmes facteurs premiers. 


A A9 


399. Lorsque z est divisible par le module p, si lon 
fait 72 — pn,on aura 


at—1=(x" —1)? (mod.p), 


en sorte que la fonction 4" — 1 est ramenée à x”—1. 
Nous supposerons que 7 n’est pas divisible par p; alors 


si l’on désigne par y le plus petit nombre tel, que p’—1 


soit divisible par 7, la fonction x" — 1 divisera x —x 
suivant le module p et chacun de ses facteurs irréduc- 
übles sera, comme on l’a vu, d’un degré égal à y ou à un 
diviseur de v. Mais ceux de ces facteurs qui appartiennent 
à l’exposant 7 sont tous du degré y, et nous avons vu que 


, « 7 . . e 
leur nombre est égal à AE © ayant la signification ha- 
_ y LA 


bituelle. 

Cela posé, désignons par w le plus petit nombre, tel 
que p”— 1 soit divisible par chacun des facteurs pre- 
miers qui divisent 7, il est évident que y sera un multiple 
de p3; car soit y—ug+r; les facteurs premiers de x 


divisent par hypothèse DH — 1 et p“T— 1 qui est un 
multiple de p* —+1; ils divisent par suite la différence 


DHPECRAS p“ ou p“ (p° ed Fi Mais cela est impossible, à 
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moins que r ne soit nul, puisque r est <[ 4; doncona 
(1) W=9 pe 
° p" aa À + 
Soit ——— Île plus grand commun diviseur des nombres » 
RCE ER 
et p#— 1; si l’on fait 


À et d seront premiers entre eux; on aura ensuite 
p—1 d'pTr — 3 


nñn rep: 





(3) 


? 


et, comme le premier membre de cette formule est un 


pli —1 


nombre entier, À sera un diviseur de * En élevant 


p* —1 
à la puissance g l'identité 


ph=i+ (pti), 


il vient 
Dhs. 291 (91) 
AIMENT JE SL ta EU (or 2) En 
(4) cs 
, T4 ME — +-I | 
ART ae re ) (q Le Merde Ho. 


ETAT 


expression qui doit être divisible par À. 
Désignons par 0 un facteur premier de À, et soit 8* la 
plus haute puissance de @ contenue dans À. Comme 8 


est un diviseur de 7 et, par suite, de p#— 1, on voit, par 

la formule (4), qu'il est aussi un diviseur de g; mais je 

dis en outre que si 9 n’est pas égal à 2, chacun des termes 

de l'expression (4) à partir du deuxième renferme une 

puissance plus élevée de 0 que le premier terme. En effet, 

le rapport du terme général au premier terme peut être 
: | 
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mis sous la forme d'un produit de trois facteurs, savoir : 


NN em) 20 Ge. CE 





1.2...(À — 1) 0 ii 


les deux premiers facteurs sont des nombres entiers; 
quant au troisième facteur, il est supérieur à 


Lame oi M Je - es: 


par suite, supérieur à 1, quand 8 est >> 2, puisque Æ est 
k—1 
au moins égal à 2; la fraction irréductible égale à 





renferme donc le facteur 0 à son numérateur. Le premier 


membre de la formule (4) étant divisible par 0*, par hy- 
pothèse, il faut, d’après ce qui précède, que g soit divi- 
sible par 6*. 

Si donc À est un nombre impair, g sera divisible par. 
Réciproquement, si q est divisible par À, l'expression (4) 
l’est évidemment elle-même, et en conséquence le pre- 
mier membre de la formule (3) est un nombre entier. On 


voit alors que y étant le plus petit nombre tel, que p—1 
soit divisible par 7, on doit avoir g — À et, par suite, 


(6) YA 


+ 


Examinons s’il y a lieu‘de modifier cette conclusion 
quand À est pair. D'abord, si À est double d’un impair, 
expression (4) doit être divisible par 2, ce qui exige 
que g le soit aussi; donc, pour que l'expression (3) soit 
un nombre entier, il est encore nécessaire et sufhsant 
que g soit un multiple de À, et la formule (6) subsiste. 

Supposons donc que À soit divisible par une puissance 


de 2 supérieure à la première. Quand on fait 0 — 2, dans 
k—1 
L2 L . . à L1 
l'expression (5), le troisième facteur devient da il n’est 


jamais inférieur à 1, car k est au moins égal à 2, mais il 
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se réduit à x pour À — 2, et alors il peut arriver que les 
deux premiers termes de l'expression (4) renferment le fac- 
teur 2 à la même puissance. Toutefois ce cas ne se présen- 
tera pas si p*— x est divisible par 4, c’est-à-dire si p est 
de la forme 4m +1, ou si, p étant de la forme 4m—1, 
L est un nombre pair. Dans ces deux cas, la présence du 
facteur 2 dans À n’exige aucune modification, et la for- 
mule (6) subsiste. 

Mais il n’en est plus ainsi, dans le cas qu’il nous reste 
à examiner, savoir celui où p est de la forme 4m—x et où 
L. est un nombre impair, À étant divisible par une puis- 
sance de 2 supérieure à la première; il importe d’exa- 
miner ce cas avec attention. Dans l'hypothèse où nous 
nous plaçons, on a | 


p=2i.t—:1, M .s, 


t et s étant des nombres impairs et les exposants 1, j étant 
égaux ou supérieurs à 2. Comme y est impair, la première 
de ces formules donnera 


FAR . 


P 


9 étant un nombre impair; en outre l’exposant q devant 
être pair, comme on l’a vu plus haut, on aura, en élevant 
la précédente formule à la puissance 9, 


ph—r Di ÿ [1 +202 #1 A 
1 1.2 


Be. PES OT 1 + 
(as He 
à 2 ere =. ang |: 


le rapport du terme général entre parenthèses au premier 
terme est 





(a—i)e.(g— 4H), 2100 
gk—1 À 
ES NT TE NUS LS 


i étant au moins 2, si l’on prend * > x, le dernier facteur 
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de cette expression sera supérieur à 1, et la fraction irré- 
ductible qui lui est égale aura un numérateur pair ; d’ail- 
leurs les autres facteurs sont entiers, donc le premier des 
termes entre crochets, dans la formule (7), renferme le 
facteur 2 à une puissance moins élevée que les termes sui- 
vants. Alors si l’on désigne par w le plus petit nombre de 
facteurs 2 qu'il faille introduire dans g pour que l’ expres- 
sion (3) soit entière, on aura 


WI OÙ &—=jÎ—i+I, 
savoir : © = 1, si l’on a 
1002 
car il suffit alors que g soit pair; et w—j—i+ 7, sil'ona 
BAR 
D'ailleurs, dans l’un et l’autre cas, q ne doit contenir 
que les seuls facteurs premiers impairs de À; donc on a 


À 
ga —= —— ou = ——3 
2J—1 (1 ae 

et par suite | 

Xp 
(8) V — BA ] 
ou 

At 
(9) Enter 


La formule (8) a lieu dans le cas dej à, et la for- 
mule (9) dans le cas de j>>1; les deux formules coïn- 
cident quand j == 2. 


906. Nous allons développer actuellement les consé- 
quences de l’analyse précédente. Considérons d’abord le 
cas où la formule (6) a lieu, et désignons par N le nom- 
bre des fonctions entières irréductibles du degré v qui 
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appartiennent à l’exposant 7, on aura (n° 352) 


v Xp. 
ou, à cause de la formule (2), 


MP ETLAPIVA) 


Le d ñ 


Soit 7’ un nombre contenant tous les facteurs premiers 
de z avec des exposants quelconques, mais n’en contenant 
pas d’autres, on aura 








p” —1 





et puisque est Le plus grand commun diviseur de 7 


C 


et de p”—1, on peut prendre 


L 
A dut , 
d 





Remplaçant donc n par cette valeur 7, l'expression de N 
devient 


TA": pr —1 
Cu N= 2e ( d } 





d’où il résulte que N représente aussi le nombre des fonc- 
tions irréductibles de degré qui appartiennent à l’expo- 


Pet 
d 





sant , 


Posons, pour abréger, 


JE 
Ne ME NI EN TR 


à 


et décomposons x° —: en facteurs irréductibles suivant 
le module p; soit 


(11) a —1—F(x)F(x)F(x)...+ py(x). 
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a est le plus petit nombre tel, que xP —{ soit divisible 
par æ°—r suivant le module p; car s’il en était autre- 
ment et que d divisât D 1, x’ étant <<, le nombre 
p# —1 renfermerait tous les facteurs premiers de n, ce 
qui est contre l'hypothèse. Cette remarque nous confirme 
ce fait qui résulte d’ailleurs de notre analyse, savoir, que 
le degré de chaque facteur irréductible de la formule (11) 
est égal à x ou à un diviseur de p. 

Remplaçons maintenant x par x? dans la formule (11), 
il viendra 


(12) m—i=F(x)r(at)r;(at) + ...+ py(zt). 
Soient 
(13) EG) EE re 


les N facteurs du degré de la formule (11), il est évi- 
dent que, dans la formule (12), les facteurs du degré 
Àu = y seront 


(14) F(x) ? Fi (æ1), x 27 Fit) k 


Or il y a N fonctions irréductibles du degré v, lesquelles 
divisent x"— 1 suivant le module p; donc ces fonctions 
ne sont autre chose que les polynômes (14), ce qui donne 
le théorème suivant : 


TnéorÈme I. — S: l’on a formé les N fonctions en- 
tières irréductibles de degré p. suivant le module p, qui 


p* — 





. Ï ° 
appartiennent à l'exposant » puis que l'on y rem- 


place x par x?, À étant un nombre premier avec d et qui 
ne renferme aucun facteur premier différent de ceux 
par lesquels p*— x est divisible, on obtiendra les N 

. ‘ pue mes , à ls * 
fonctions irréductibles du degré }u, qui appartiennent à 
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Fi 
l'exposant À — + Îl faut cependant excepter le cas 


où, p étant de la forme 4i— 1, est un nombre impair 
et À un nombre divisible par 4. 


397, Considérons maintenant ce cas d'exception, dans 
lequel p est de la forme 4m — 1, p un nombre impair et À 
un nombre divisible par 4. Alors l’une des formules (8) 
et (9) a lieu, et si l’on désigne encore par N le nombre 
des fonctions entières irréductibles du degré v qui appar- 
tiennent à l’exposant 7, on aura 


o(n) ok ve), 


y Àu 


i 





NN, 
en nommant X le plus petit des deux nombres et 7j; on 


peut écrire aussi, à cause de la formule (2), 


à pe st À er (re) 
und n 


Comme tous les facteurs premiers de l’un des nombres 
P 





Fr 
n et —— apparuennent aussi à l’autre, on peut encore 
remplacer ici 
p'—1 (x) 
d ñ 


p"—1 
par F »eton a 
\ 


N—2-0 Pret . 
QE 





N . e , . 
Je st donc le nombre des fonctions irréductibles de 


; | à ses p"—1 
degré p qui appartiennent à l’exposant a d. 
Nous conservons la formule (11), qui donne la décom- 


position du binôme x° — 1 en facteurs irréductibles, ainsi 
que la formule (12) qu'on en déduit en remplaçant x 


F 7 « 
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par x? Ceux des facteurs F(x), F,(x) qui appartien- 
nent à un exposant inférieur à à donneront, dans la for- 
mule (12), des facteurs correspondants dont les diviseurs 
irréductibles appartiendront à un exposant moindre 
que 7. Donc les facteurs irréductibles de x"—1 qui 


x À À À * 
appartiennent à l’exposant v — nr sont nécessairement 
oh—1 


ve N a 
des diviseurs de l’un des mu polynômes 
Fr) (et) MERE 
ss N 
qui répondent aux Dre facteurs 


LD cent HE A TE paca 
relatifs à l’exposant Ô. Les polynômes dont il s’agit 


L N 
sont du degré Àu, leur nombre est Sa €t le nombre 


À 
ee est N; donc 


des fonctions irréductibles du degré —— 
AE 


chacun de nos polynômes est le produit de oi—i facteurs 





À A JurI RE 
a De là résulte la proposition 


irréductibles du degré — 
Ts 


suivante : 
THéorEme Il, — Soient p un nombre premier de La 
Jorme 2't—1, où i n’est pas inférieur à 2 et où t est 


p—1 
d 


seur de p*—1; À un nombre de la forme 2îs, où j n'est 


un nombre impair; p un nombre impair; un divi- 


pas inférieur à 2 et où s est un nombre impair; enfin 
k le plus petit des nombres 1 et j. 





Si l’on a formé les —— fonctions entières irréducti- 
2, — 1 


bles de degré p suivant le module p qui appartiennent à 
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. D . * à ‘ 
» puis qu'on y remplace x par x”, le 


FE 
l’exposant ee 


nombre À, de la forme indiquée, étant premier avec d 

et ne renfermant que les seuls facteurs premiers qui figu- 

. N L LA 

rent dans p*—1, on obtiendra —— fonctions du degré 
oi 


Au, et chacune d'elles sera décomposable en 2*-1 fac- 
teurs irréductibles, ce qui donnera en tout N polynômes 


Are $ 106À 
irréductibles du degré _. . 
2 — | 
398. Désignons par g une racine primitive du nombre 


premier p; les fonctions du premier degré qui appar- 
P at 





tiennent à l’exposant seront évidemment x— #4, 


ee U 





« étant un nombre premier avec P . Si donc on repré- 


sente ces fonctions par æx—g°, d sera le plus grand 
commun diviseur des nombres e et p —1. D’après cela, 
si l'on suppose u = 1, dans les énoncés des théorèmes I 
et IE, on obtient cette proposition nouveile qui a une 
assez grande importance, savoir : 


Tuéorkme II. — Soient g une racine primitive du 
nombre premier p ; À un nombre entier qui ne renferme 
aucun facteur premier différent de ceux qui divisent 
p—1; e un nombre entier premier avec À; d le plus 
grand commun diviseur des nombres e et p — 1. 

1° Sp est de la forme 4q +1, ou si, p étant de la 
forme 4q —1, le nombre À est impair ou double d’un 


impair, la fonction binôme x? — g° est trréductible sui- 
p—1 
d 





vant le module p et elle appartient à l’exposant À 


29 S$? p et À sont respectivement des formes 
p= 2't—1, À = is, ietj élant au moins égaux à 2, 
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et t, s étant des nombres impairs; sien outre on désigne 
par k le plus petit des nombres 1, j, la fonction binôme 


x} — g° est réductible suivant le module p, et elle se dé- 


36e, ALLE 
compose en 2°7* facteurs irréductibles du degré — 
ee 





. . ] N. L 
qui, tous, appartiennent à l’exposant À e 5 

Ce théorème nous fait connaître, sans aucune excep- 
tion, toutes les fonctions binômes irréductibles suivant le 


module premier p. En effet, la fonction Fan g° (mod. p) 
ne saurait être irréductible si À et e ont un diviseur 


commun. En outre, si À contient un facteur premier 0 qui 


ne divise pas p — 1, la congruence x° — g*=0 (mod. p) 
aura une racine et par suite x° — g° admettra suivant le 


module p un diviseur de la forme x — «x; il s'ensuit 
À 


que x? — « sera parcillement un diviseur de x? — g°. 


359. Lorsque p est un nombre de la forme 2°£— 1 oùt 
est au moins égal à 2 et où £ est un nombre impair, il 
n'existe de fonctions binômes irréductibles de degré À, 
ainsi qu’on vient de le voir, que dans le cas où À est im- 
pair ou double d’un impair. Maïs quel que soit le nombre 
pair À, pourvu qu’il ne renferme que les facteurs pre- 
miers par lesquels p — x est divisible, on peut former 
facilement des fonctions trinômes de degré À irréduc- 
tibles suivant le module p. ; 

En effet, le nombre p étant, par hypothèse, de la forme 


PRIT —T, 
et t étant impair, posons 
y— 2i1), 


le nombre y sera divisible par 2°, car À est pair. Ensuite, 
si g désigne une racine primitive de p et que esoit un 
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nombre premier avec À, la fonction 
x” — g° 
sera, d’après le théorème IIT (n° 358), décomposable en 


271 facteurs irréductibles du degré À. Pour obtenir ces 


facteurs, remarquons d’abord que 2° et p —1 ont 2 pour 


PE ° 
sont 1m 





plus grand commun diviseur et quee et 
pairs; il en résulte que l’on pourra toujours trouver 
deux entiers 0 et € tels, que l’on ait 


20 —(p—1ii=e+—; 


alors g étant racine primitive de p, on aura 


oi 9 


LA. 84 (mod. p}, 
et la fonction que nous considérons sera 


. i—1 Ë 
Asre- Lier 2: (modp): 
Cela posé, désignons par u et v deux variables; les 
deux fonctions 
p+1 p+1 P—1 Bol 


« 9 
D LURE AE DAC EES 











seront divisibles algébriquement, la première par 
HER 


ot 


—1 i—1 
uw +7, la seconde par u+v, car tet 





sont 


4} 


des nombres impairs; le produit de ces fonctions peut 
donc être mis sous la forme 


(u + p}(u + 0) (a, »), 


f étant un polynôme à coefficients entiers. Mais si l'on 
effectue la multiplication des deux mêmes fonctions, on 
trouve le résultat 
Ft 
(uP + pp) + (u + p}(uv) ? ? 
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nous savons d’ailleurs que 
(up + w)={(u + 0)p + py(uv); 


et il est évident que y(u, ) est divisible par u+v, en 
sorte qu'on peut écrire 


(up + w) —{(u +0) — plu +o) fi(u, +), 


fi étant un polynôme à coefficients entiers. En égalant 
entre elles les deux expressions du produit que nous con- 
sidérons, après avoir supprimé le facteur u + », on ob- 
tient l'identité suivante 


Pis L 


a — 


(a) (ao) + (ue)? (+) (ae) + pf(u,v), 


où f et /, sont évidemment des polynômes à coeflicients 
entiers, fonctions symétriques des variables u et w. 
Remplaçons maintenant w et par les deux racines de 
l'équation 
X2—EK—1—o, 


où £ désigne une nouvelle variable ; toutes les fonctions 
symétriques entières de w et #, à coeflicients entiers, 
deviendront des fonctions entières de £, dans lesquelles 
les coeflicients seront encore entiers; la formule (1) 
donnera donc 


(2) EP — 1 E(E)g(E) + px(E), 


en posant 
ou 


et en désignant par o(£), y(£) des polynômes à coefh- 
clents entiers. 
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Maintenant, comme Îe polynôme E(£) est un divi- 
seur de 
gi py(E), 
la congruence 


(4) E(£)=—0 (mod. p), 


qui est du degré 2‘7!, aura 2! racines, et en désignant 
ces racines par 
É1 62) RES Le É its 


on aura 
(S}UE(E) (EEE 6). (E— Eu) + po (é), 
© (£) étant un polynôme à coeflicients entiers. 
Les formules (3) et (5) donnent pour E(£) des valeurs 


qui doivent être identiques ; si on les égale entre elles, et 
qu'on pose 


D Is 
Er 
D 


dd 


À oi x’ o' 

À (o) Oo 
EE — — —, VE +4 mo Ri ee Dee — 9 
£g _ 

TL D A 


D 


ris n°0 


M fus 24 | Lu PR gs) + pb(x); 


P{x) désigne un polynôme à coeflicients entiers, et le 
signe À l exprime le produit des facteurs que représente 


l'expression 


quand on prend pour £ chacune des racines de la con- 
gruence (4). Les facteurs dont il s’agit sont précisément 
les fonctions irréductibles que nous voulions trouver. 

IT. 11 
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Sur une fonction irréductible du degré p, suivant le 
module p. 


360. La méthode que nous avons exposée au n° 551 pour 
former les fonctions irréductibles n’est guère susceptible 
d’être appliquée. Aussi doit-on attacher quelque impor- 
tance aux théorèmes qui précèdent et qui permettent de 
former directement une fonction irréductible de degré À, 
lorsque le nombre À ne renferme que les facteurs pre- 
miers du module diminué de l'unité; on verra effective- 
ment plus loin que la connaissance d’une fonction irré- 
ductible d'un degré quelconque, suivant un module 
premier, sufñit pour qu'on puisse former directement 
toutes les autres fonctions irréductibles du même degré. 

Je présenterai encore ici une proposition qui fait con- 
naître une fonction irréducüble du degré premier p, 
suivant le module p. 


Tuéoreme. — Sr le nombre g n'est pas divisible par 
le nombre premier p, la fonction xP — x — 2 est irré- 
ductible suivant le module P: 


En effet, soit F (x) un facteur irréductible, suivant le 
module p, de la fonction dont il s’agit. On aura 
æ—x—g=F(x)p(x) (mod.p), 


o(x) étant un polynôme à coeflicients entiers. On tire 
de à 


Er +g+F(x)p(x) (mod.p), 


et en élevant les deux membres à la puissance p"=!, 
| 
x = ax +g+F(x)o(x) (mod.p), 


o(x) désignant encore ici un polynôme à coefficients 
entiers, 
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Faisons successivement 2 = 1, 2, 3,...,1l viendra 
x +g+F(r)o(x) 


aa + g +F(x)o(x)=x +2g + F(x)g(x) (mod. p), 


et on aura, quel que soit m, 
a =x +mge +F(x)o(x) (mod.p). 


Supposons maintenant que #2 désigne le degré de F(x); 
alors F{x) divisant x7”—x, la formule précédente 
exige que l’on ait | 


mg=O Où m—=O0 (mod.p); 


m étant ainsi un multiple de p, on a m—p; par suite 
F (x) ne peut être que la fonction x?— x— g elle-même. 


Classification des fonctions réduites suivant un module 
premier et suivant une fonction irréductible. 


361. Soit F(x) une fonction entière irréductible sui- 
vant le module premier p ; si l’on pose 


TC do Gi Met L TE ete 1 Ts 


ee. Ua étant des entiers compris entre o et 
DR 


— I 
Pie LOU entre ——— et ss : 





I 2 

» f(x) sera l’'expres- 
sion générale des fonctions réduites suivant le module p 
et suivant la fonction irréductible F (er Le nombre total 


de ces fonctions réduites est p” et nous avons vu que cha- 
cune d'elles satisfait à la condition 


LA(x)P —f(a)=F(x)v(x) (mod. p), 


IT, 
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qui exprime que la fonction 


CY(x)F — f(x) 


est divisible par F' (x) suivant le module p. 

Nous nous proposons d'établir ici à l'égard des fonc- 
tions f(x) une classification de tout point semblable à 
celle que nous avons faite pour les nombres entiers dans 
le Chapitre précédent. L'analyse que nous allons déve- 
lopper ne suppose pas le théorème que nous venons de 
rappeler; celui-ci, au contraire, se présentera comme 
une conséquence de cette analyse. 

Dans ce qui va suivre je ferai usage d’une notation 
parüculière qu'il convient, je crois, d'introduire dans 
la théorie qui nous occupe. Puisque nous écrivons 
A=B (mod. p) pour exprimer que la différence des 
nombres À et B est divisible par p, il semble naturel d’ad- 
mettre la notation 


f(x) =f(x) [mod. p, F(x)] 


pour exprimer que la différence des deux fonctions en- 
tières f(x), f(x) est divisible, suivant le module p, par 
la foncuon irréductible F (x). Celle-ci PSE alors le 
nom de fonction modulaire, et je dirai que f(x) et f(x) 
sont congrues suivant le module p et suivant la fonction 
modulaire F{x). Enfin, pour abréger le langage, je don- 
nerai le nom de résidus minima aux fonctions réduites 
suivant le module et suivant la fonction modulaire. 


362. Cela posé, soit X l’une quelconque des p”— r va- 
leurs de f(x) autres que zéro ; nous ferons, dans ce qui va 
suivre, abstraction de la valeur zéro. Les résidus minima 
des termes de la suite 


Vi oi Te 
I, X, we, NU A 


seront aussi des valeurs de f(x). Maïs, parce que f(x) 
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n'a que p’—1 valeurs distinctes, il faut que quelques- 
unes de ces valeurs se trouvent reproduites une infinité 
de fois dans la série des puissances de X. Supposons que 
l’on ait 
Xe = X" [mod.p, F(x)], 
ou 
X"(X—1)=0 [mod.p, F(x)] 


Comme X" ne peut être divisible par F(x), suivant le 
module p, il faut que l’on ait 


Xr=1 [mod.p, F(x)), 
et, par suite, 





Xæu1, X%=1,... [mod.p, F(x)|. 


Il y a donc une infinité de puissances de X congrues à 
l'unité. Soit 7 le plus petit nombre tel, que l’on ait 


X'=1 |[mod.p, F(x)}, 
on aura ces 7 valeurs de f(x) dont les résidus minima 
seront distincts, savoir : 
(1) 1, X, X, X8,..., Xi. 

Si l’on a p’—1 = n, la suite (1), ou celle de ses résidus 
minima, comprendra toutes les valeurs de f(x). 

Si l'on ap°— 1 > n, soit X, l’une des valeurs de f(x) 
qui ne sont pas comprises parmi les résidus minima de 
la suite (1); en multipliant les fonctions (1) par X,, on 
obtient les nouvelles fonctions 
(2) RAR Ce M LR 
dont les résidus minima sont distincts; car soientn'et n° 
deux nombres inférieurs à 7; si l’on avait 


X"X,—X"”X, —=0o [mod.p, F(x)], 


comme X, ne peut être divisible par F{x), suivant le 
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module p, on aurait 
x» 4h Ka” == 0 [mod. P» F (#1) 


ce qui est contre l'hypothèse. En outre, les quantités (2) 
sont distinctes de (1); car si l’on avait, par exemple, 


X"X,=X" [mod.p, F(x)|, 
on aurait, en multipliant par X°-”, 
XX, = X" 4" Lou )X, XP imodi Ein 


ce qui est encore contraire à l'hypothèse. 
Il résulte de là que p” — x: est égal ou supérieur à 27. 


Si p—1 est 27, soit X, une valeur de f(x) non 
comprise parmi les résidus minima des suites (1) et D}: 


En multipliant les fonctions (1) par X:, on obtient les 
nouvelles fonctions 


(3) X2, XX, HER FARM ER PAT UIXS, 


Le raisonnement que nous venons de faire prouve que 
les résidus minima de ces fonctions (3) sont diflérents 
entre eux et distincts des résidus fournis par la suite (1); 
il est aisé de voir qu’ils sont aussi distincts des résidus de 
la suite (2); car si l’on avait, par exemple, 


X%/ Ken KP X, [ mod, P) F(x)| , 


_7/ 


en multipliant par X"-”, il viendrait 








XX, = XX, où X, = X""#" X, [ mod. p, F(x)|, 
ce qui est contre l'hypothèse. 

T! reste de là que p” — 1 est égal ou supérieur à 37. Et, 
en poursuivant ce raisonnement, On voit que p —1 est 


nécessairement un multiple de 72. 
Si r est le plus petit nombre tel, que l’on ait 


Xr=æ1 [mod.p, F(x)|, 
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je dirai que la fonction X appartient à l’exposant n° 
suivant le module p et la fonction modulaire F (x). Ce 


nombre 7 étant un diviseur de p’— 1, la précédente con- 
gruence entraine 


NP LE 1=0 [mod. P» F(x)], 


ce qui fournit une nouvelle démonstration du théorème 
démontré au n° 346. 


363. Taéorëme I. — La fonction F{x), irréductible 
suivant le module p, étant du degré v et n désignant un 
diviseur quelconque de p'—1, il y a autant de fonc- 
tions réduites qui appartiennent à l’exposant n, suivant 
le double module [ p, F(x)], qu'il y a d'unités dans le 


nombre o(n) qui exprime la totalité des nombres pre- 
miers et non supérieurs à n1. 


La démonstration de ce théorème est identique à celle 
dont nous avons fait usage au n° 306, en nous occupant 
de la classification des nombres entiers relativement à un 


module premier. Nous la reproduirons cependant à cause 
de l'importance du sujet. 


Supposons qu'il existe une fonction X,; appartenant à 
l’exposant 7 ; les résidus minima des fonctions 


(1) NE sm KT 


seront distincts; d’ailleurs, si e désigne l’un quelconque 
des nombres 
I, 2, RER. (r—1), 


la congruence 
Xi=1:1 [mod.p, F(x)] 


entraînera 


(2) X*=#1 ou (X$}"=1 [mod.p, F(x)}, 
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d’où il résulte que si l’on substitue chacune des » fonc- 
tions (1) à X dans la fonction 


X2 — 71, 


on obtiendra x résultats qui seront divisibles par F (x) 
suivant le module p; donc, d’après la proposition du 
n° 345, il n’existe aucune fonction réduite autre que les 
résidus des fonctions (1) dont la puissance #°"° soit divi- 
sible par F'(x) suivant le module p. 

Désignons maintenant par m l'exposant auquel appar- 
tient X°, c'est-à-dire le plus petit nombre tel, que l’on ait 


(3) (CCE 1 [mod.p, F(z}}. 


La congruence (2) exige que z soit un multiple de "»; 
inversement, comme X, appartient à exposant n, la con- 
gruence (3) exige que me soit un multiple de », et, par 
suite, que mm soit divisible par 7, lorsque e est premier à n. 
Donc, on a m— n, dans cette hypothèse; ainsi X° ap- 
partient à l’exposant n lorsque e est premier à #. Mais, 
sizete ont un diviseur commun 0 ©r,on aura 


pa Va n 
(XIE {xé) =1 [mod.p, F(x)|; 
et, par conséquent, X° n’appartient pas à l’exposant 7. 
Si donc il existe des fonctions réduites appartenant à 
l’exposant 7, le nombre de ces fonctions est égal à o (n), 
o (2) indiquant, comme à l'ordinaire, combien il y a de 
nombres premiers et non supérieurs à 72. 

Cela posé, toute fonction réduite appartient à un expo- 
sant qui est l’un des diviseurs 


dl, d' VIENS 


de p”— 1. Si donc on nomme (7) le nombre des fonc- 
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tions réduites qui appartiennent à l’exposant n, on aura 
p(d)+ pd") +p(d”) +... pi, 
et, par suite, 
Y(d)+4ÿ(d')+d(d") +... —=o(d)+op(d')+o(d”) +... 
Mais, d’après ce qu’on a vu plus haut, on a 
Y(r)=œ(r) où Ÿ(x)—0; 


le dernier cas ne saurait jamais avoir lieu, à cause de 
l'égalité qui précède; donc on a 


CoroLLAIRE. — Îl Ya o(p —1) fonctions réduites 


qui appartiennent à l’exposant p’— 1, suivant le mo- 
dule p et la fonction modulaire F (x). 


304. Taéorème II. — S7 deux fonctions réduites X,, 
X,, appartiennent, relativement au module p et à la 
Jonction modulaire F (x), à des exposants n,, n pre- 
miers entre eux, le résidu minimum du produit X;X: 
appartiendra à l’exposant nin:. 


En effet, soit s un exposant tel, que 
(1) (XX) —=X X = 1 nb dités FC) |; 
on aura, par l'élévation à la puissance »:, 
X"X/'=1 [mod.p, F(x)|, 


et puisque X, appartient à l’exposant »,, cette congruence 
se réduit à 


(2) X/"'=1 [mod.p, F(x)]. 


2 
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La congruence (2) montre que 57, est un multiple 
de n,; mais 7, et 7, sont premiers entre eux, doncs est 
divisible par 7,. D'ailleurs 7, est l’un quelconque des 
nombres 7, n°, par suite s est divisible par 7, et par 7%; 
il l’est donc également par le produit 7, n2. 

Enfin la congruence (1) étant satisfaite quand on prend 
S— N,n2, On voit que 7,7: est effectivement l’exposant 


auquel appartient le produit X, X.. 


CoroLLairE 1. — Sr les fonctions réduites X;,, X:,..., 
X,; appartiennent, relativement au module p et à la 
Jonction modulaire F (x), à des exposants ni, n»,..., n; 
qui soient premiers entre eux, deux à deux, le résidu 
minimum de la fonction X,X2:...X; appartiendra à 
l'exposant nin:...n;. 


CorozLaire Il. — Si le nombre pp” — 1 est égal à 
of DU q, r,.… étant des nombres premiers impairs 
inégaux, et si Xo, X,, X,... désignent des fonctions 


réduites appartenant respectivement aux exposants 2P, 


q’; rF,..., le produit X5X;X2..., Ou son, résidu mini- 


mum, appartiendra à l'exposant p'—1. 


Des congruences suivant un module premier et suivant 
une fonction modulaire. 


365. Soit $ (X) une fonction entière de la variable X, 
dans laquelle les coefficients des puissances de X soient 
des nombres entiers ou des fonctions entières de la va- 
riable x, prises suivant le module p et suivant la fonction 
irréductible F (x) d’un degré quelconque ». Je dirai que 
la valeur 


X— f(x) 
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est une racine de la congruence 
f(X)=o [mod.p, F(x)], 


si, après la substitution de f(x) à X, la fonction f(X) 
est divisible par F (x), suivant le module p. 

Le corollaire du théorème démontré au n° 345 peut 
alors être énoncé comme il suit. 


Une congruence du degré m, suivant un module pre- 
mier et suivant une fonction trréductible, a au plus au- 
tant de racines qu'il y a d'unités dans son degré. 


366. Taéorkme IL. — Soient F (x) et $ (x) deux fonc- 
tions irréductibles suivant le module p, la première du 
degré v, la deuxième d'un degré égal à y ou à un divi- 
seur de y, La congruence 


F(X)=0o [mod.p, F(x)| 
a précisément autant de racines qu'il ya d'unités dans 
son degré. 


En effet, le degré de $ (X) étant un diviseur de v, 
on a 
XX (X)A(X) + px (Eh 


5, (X) et y (X) étant des polynômes à coefficients entiers. 
D'un autre côté, la congruence 


XP —X=—=0o |mod.p,F(x)] 


a pour racines les p” fonctions réduites de x, zéro com- 
pris; d’ailleurs chacune des racines de cette congruence 
appartient à l’une ou à l’autre des deux 


F(X)=0, É(X)=0o [mod.p, F(x)], 


et si l’une d’elles avait moins de racines qu'il n'y a 
d'unités dans son degré, il faudrait que l’autre en eût 
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plus qu’il n’y a d'unités dans le sien, ce qui est impos- 
sible. Le théorème énoncé est donc établi. 


367. Taéoriue II. — S: D(X) est un polynôme du 
degré m dont les coefficients soient des nombres entiers, 
et dans lequel le coefficient de X" ne se réduise pas à 
zéro, suivant le module p, on pourra trouver une fonc- 
tion trréductible F (x) suivant le module p telle, que la 
congruence 

P(X)=0o [mod.p, F(x)] 


ait m racines. 


En effet, décomposons le polynôme ® {X) en facteurs 
irréductibles suivant ie module p; soit 


D(X)=®%,(X)&,(X)®%(X})... (mod.p), 


et désignons par 71, n:, n3,... les nombres inégaux 
par lesquels on peut exprimer les degrés des polynômes 
irréductibles ,, ®,, etc." Chacun de ces facteurs divisera, 
suivant le module p, l’une des fonctions 


#1 Na .pl8 L 
XI XL TRE ET 
si done y désigne le plus petit nombre divisible à Ja fois 
Par Pi, Ns,..., les mêmes polynômes diviseront aussi 
Plo; 
X. ren LU 


Par conséquent, si l’on prend une fonction irréduc- 
üble F (x) de degré », chacune des congruences 


P(X)=0 
Me m D r 
AE [mod. p, F(. )] 


... 
| 


aura (n° 366) autant de racines qu’il y a d'unités dans 
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son degré, et il s'ensuit que la proposée aura elle-même 
autant de racines égales ou inégales qu’il y a d'unités 
dans son degré. | 


Propriétés des racines d’une congruence dont le premier 
membre est une fonction irréductible de degré égal 
au degré de la fonction modulaire ou égal à un sous- 
multiple de ce degré. 


368. Tnéoniue. — Si F (x) et (x) sont deux fonc- 
tions entières irréductibles suivant le module p, la pre- 
mière du degré y, la seconde d’un degré p égal à y ou 
à un sous-multiple de y; si en outre X; désigne l’une 
quelconque des racines de la congruence 


(1) S(X)=0. [(mod.p,F(x)], 


les racines de cette congruence seront les résidus minima 
des puissances 


1 


(2) RS REC ISERE 


{ 


En effet, on a (n° 347) 
$ (x )= FFE) mod p), 
et puisque X, satisfait à la congruence (1), on aura 
$ (x ) =0 [mod.p,F(x)|]; 


donc, chacune des puissances (2) ou son résidu minimum 
est racine de la proposée. Il reste à prouver que les résidus 
de ces puissances sont distincts. Si l’on avait 

n+n! 


X? = x? [mod. p, F(x)], 


1 


. ? L] L2 
il s’ensuivrait 


2 [x? Na Hd np —=0# [mod.:p, F(x)], 
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puis 
p'(p 1) 
\ FE Li tail 
X° —1=0 [mod.p,F(x)]. 


L’exposant auquel appartient X, est donc un diviseur 
de p“{(p"—41) et, par suite, un diviseur de p"— 7, car cet 
exposant ne renferme pas le facteur p; on a en consé- 


quence 
XP —1—=0 [mod.p,F{x)]. 


Mais cela est impossible, puisque n est <u; donc les ré- 
sidus des puissances (2) sont distincts. 


CorozzaiRe. — Si F(x) désigne une fonction irréduc- 
tible du degré y suivant le module premier p, la con- 


gruence 
F(X)=o |mod.p,F(x)] 


a pour racines les résidus minima des y puissances 


2 y—t 
LS OPEN EE EN LPNIr, 


Des racines primitives de la congruence 
XP——1=o [mod. p, F{x)|. 


369. Quelle que soit la fonction entière F (x) de de- 


gré v, irréductible suivant le module premier p, parmi 


les p”— 1 racines de la congruence 
(1) XP——1=0o [mod.p,F(x)l, 


il y en a o(p”—1) qui appartiennent (n° 363) à l'expo- 
sant p” —1; nous les nommerons racines primitives. 

Si X désigne l’une quelconque des racines primitives, 
les racines de la précédente congruence seront les résidus 
minima des puissances 


Re) EU 
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Le nombre p’—1 étant décomposé en un produit 


2° q” r?... de facteurs premiers, pour avoir une racine 


primitive de la congruence (1), il sufhira, d’après le co- 
rollaire II du n° 364, de former les congruences 


(2) Rd XC LE 0, XrA rep, [mod.p, F(x)|, 


et de chercher des racines de ces congruences qui appar- 


tiennent respectivement aux exposants 2°, g", pags lle 
Ces dernières racines peuvent être nommées primitives à 
l'égard de celles des congruences (2) auxquelles elles se 
rapportent. 

Si la fonction modulaire F (x) est choisie parmi les 
fonctions irréductibles du degré y qui appartiennent à 
l’exposant p’— +, il est évident que les p”—+1 racines 
de la congruence (r) seront les résidus des puissances 


y y 
2 3 7 00; —1 
Ly L'y Lyc Ÿ 4 à LE 9 


car x est, dans ce cas, une racine primitive de la con- 
gruence. 


310. Lorsque l’on connaît une fonction irréductible 
F(x) de degré », relativement au module p, et qu’on a 
obtenu, au moyen de cette fonction, une racine primi- 
tive de la congruence 


(1) XP 1x0" [mod.p, F(x)], 
on peut trouver facilement toutes les fonctions irréduc- 


tibles dont le degré est égal à v ou à un diviseur de v. En 


d’autres termes, on peut effectuer la décomposition de la 
fonction 


y y 
Tir OUVRE XX 


en facteurs irréductibles suivant le module p. 
En effet, soit X,; une racine primitive de la con- 
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gruence (1); toute puissance X, sera racine d’une con- 
gruence telle que 


(2) F(X)=o [mod.p, F(x)], 


F (X) étant une fonction irréductible suivant le module p, 
dont le degré u est égal à y ou à un diviseur de v. Alors 
les racines de la congruence (2) seront {n° 368) 

(ES | 


r C -e ep? 
(3) X., mes X77 PRE x 9 


1 1 


et, comme on doit avoir 


(4) XF = ot x°(r") 


1 il 1 


1" (m0 2, PI 


l’exposant e(p#”-—1) sera un multiple de p’—r. Posons 
P—1= mn, 


et supposons que #2 soit le plus grand commun diviseur 
des nombres e et p”—1;.1a condition pour que la con- 
gruence (4) ait lieu se réduira à celle de Îa divisibilité 
de p*—1 par 2. Mais pour que les fonctions (3) soient 
effectivement distinctes, il faut en outre que y. soit le plus 
petit nombre tel, que p” — r soit divisible par n. 

Le degré x de la congruence (2) étant ainsi déterminé, 
on aura identiquement (n° 345) 


F(X)={X — X)(x — x?)...( X — xeT) [mod. p, F(x)], 


et, après avoir effectué le produit des binômes contenus 
dans le second membre de cette formule, on aura une 
expression de F (X) de laquelle la variable x aura disparu. 

On pourra former de cette manière toutes les fonctions 
irréductibles dans lesquelles la fonction X7 —X peut 
être décomposée. 


Si l'on désigne par k l’exposant auquel appartient X', 
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on aura 


ke 
Î 


X, =1 [mod.p, F(x)|, 


d’où il résulte que ke est divisible par p’—:1= mn, et 
que, par suite, À est un multiple de m3; maïs comme la 
congruence précédente est satisfaite par Â— 7, on voit 
que X, appartient à l’exposant 7. 

Je dis en outre que la fonction irréducüble f (X) ap- 
partient à l’exposant n. En eflet, désignons par #, (X) 
et P(X) le quotient et le reste de la division de X"—: 
par S(X) suivant le module p, on aura 


X'—1—S(X) SX) +®(X) +px(X), 
x étant une fonction entière. Cela posé, les congruences 
X*—1=0, S(X)—=0o [mod.p,F(x)] 


admettent les y racines qui forment la suite (3); donc ces 
racines appartiendront aussi à la congruence 


P(X)=0 [mod.p,F(x)|], 


et comme celle-ci ne peut être d’un degré supérieur à u—r, 
elle est nécessairement identique et on a 


P(X)=—=0o (mod.p), 
d’où 
XF (X) TX) + px (X), 
ce qui exprime la proposition énoncée. 


371. D'après ce que nous venons de voir, si l’on veut 
former toutes les fonctions irréductibles du degré » qui 
appartiennent à l’exposant 7, diviseur propre de p’—r, 
on posera 

p—1—=mnn, 


et l’on prendra ensuite pour e l’un quelconque des mul- 
tiples de m premiers à 2. L'expression générale des fonc- 
II. 12 
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tions demandées sera 


Vo 
dx =(xx)(x 7) (x 77) [mod p Pal 
Si l’on veut avoir les fonctions irréductibles qui appar- 
tiennent à l’exposant p” — 1 et auxquelles répondent les 
racines primitives, On fera m1 —1, 2 —=p"—1, en sorte 
qu'il suflira de prendre poure, dans la formule précédente, 
ious les nombres premiers à p” — 1 et à p. 


Du point de vue sous lequel Galois a envisagé les 
congruences Suivant un module premier et une fonc- 
tion modulaire. 


9312. Dans la théorie des congruences ordinaires, on 
traite comme s'ils étaient nuls tous les nombres divisibles 
par le module. Et de même, dans l’analyse qui se rap- 
porte aux congruences de la forme 


S(X;+x)=0 [mod.p, F(x)|, 
on opère comme si les mültiples de F{x) s’évanouissaient. 
Or il y a ici une indéterminée x qu'on peut faire servir 
naturellement à l’évanouissement des multiples de F(x); 


il suflit effectivement de convenir que cette indétermi- 
née x est une racine imaginaire de la congruence irré- 
ductible 

F(x)=0 (mod.p). 

Ainsi peuvent s'introduire dans l’analyse de nouvelles 
imaginaires dont l’emploi offre certains avantages, bien 
qu'il ne soit pas indispensable. Cette conception est 
entièrement due à Galois, qui l’a exposée succinctement 
dans le Bulletin des Sciences mathématiques de Férussac 


(t. XIE, p. 398) (*). 


(*) L'article publié par Galois en 1830 dans le Bulletin de Férussac a 
été réimprimé ensuite avec ses autres Mémoires dans le tome XI du Jour- 
xal de Mathématiques pures et appliquées. 
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La théorie que nous avons développée nous donne, au 
point de vue de Galois, les propositions suivantes : 


Taéorbme |. — Si i désigne une racine imaginaire de 
la congruence irréductible de degré v 
F(z}=o (mod.p), 
une congruence non identique de degré m, 
p(x)=0 (mod.p), 
ne peut avoir plus de m racines distinctes de la forme 


dy + ii + di +...+a, re 


= 


OÙ Go, &3,..., 4, désignent des entiers inférieurs à p. 


Taéorëme II. — Ja congruence 


al — x==0 (mod.p) 


admet toutes les p’ racines de la forme 


D+ait+ai+...+a ET, 


I 
Z désignant une racine de la congruence trréductible 


F(x)=o (mod.p}), 
de degré v. 


Taéorème II. — Za congruence trréductible 
F(x}=o (mod.p) 
de degré y admet y racines qui peuvent étre représentées 


par 
Fa IPN cp: PPT de 
Tuéonème IV. — Une congruence quelconque non 
identique a autant de racines égales où inegales qu'il 
y a d'unités dans son degré; toutes ces racines sont des 
fonctions entières d’une même racine imaginaire d'une 


congruence trréductible. 
12. 
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Tuaéorëme V. — La congruence 


LPS USA DEMO, 


admet des racines primitives; chacune de celles-ci est 
racine d’une congruence irréductible de degré v,.elnses 
puissances fournissent toules les racines de la con- 
gruence proposée. | 


En 
nr ? 


Taéorëme VI. — Sc l’on a p'— 1 — qg” qe. Re 
Gis Yso-e.s Qui étant des nombres premiers inégaux 
et 1, As... Gm es entiers quelconques, et que ri, 
Ta35°-., ln désignent des racines primilives pour les 
CONSTUCTCES respectives 


q°72 Un 
2 


qg71 
m'ont Es 0 OT ENESRES ONE SE grey 0 (mod. p), 


le produit r,r,...r, sera une racine primitive de la 
congruence 


* 


ar —=0O (mod, p). 


5 pplication de la théorre précédente au cas du 


module 7. , 


373. Il ne sera pas inutile d'examiner quelques-uns des 
cas d'un module particulier. Je choisirai à cet effet le 
module 7, qui a 3 pour racine primitive, et je prendrai 
les résidus suivant ce module, entre les limites — 3 et 
+ 3. 


2 | 4 
De la congruence x" 11 —0o (mod. 7). — Le théo- 
rème du n° 358 nous donne immédiatement les trois 
fonctions irréductibles du deuxième degré 


MUEM, late rs 


Nous plaçant ici au point de vue de Galoïis, cherchons 
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une racine primitive de la congruence 

(1) = Pons PEN 

en partant de la racine: de la congruence irréductible 
(2) Let = 0 (mod. 7). 


À cet effet, comme 48 — 2" >< 3, il nous faut connaître 
une racine primitive des deux 


(3) —1—=0, xf—1—=0o (mod. 7). 


La première de ces congruences a 2 pour racine primi- 
tive, et les racines primitives de la deuxième appar- 
tiennent à 


(4) x+i—=o (mod. 7) 


laquelle, à cause de 2? —=—1, se décompose en deux 
autres, Savoir : 


x—i=0, x+i—=o (mod. 7). 


Considérons la première 


x— io (mod. 7) 
et posons 
LG + uit, 


il viendra 

ai— 3añai—aa?i— 3a,çaïi+aiit=i (mod.7), 
et, en réduisant à l’aide de 1° = 1, 
(ai+aiaui+ai)+(— 3aja +3asai—1)i=0 (mod. 7}, 
d’où 
aj—+aiai +ai=0, — 3aïja;+ 3açai —1—=0o (mod.7). 
On satisfait à ces congruences en posant 

Ja D; 


donc la deuxième des congruences (3) a la racine primi- 
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tive 2 — 31; par suite la proposée a la racine primitive 
(5) x—2X(2—3i)=—3 +i (mod. 7). 


En élevant au carré, il viendra 





(6) L'=2+i+i=I+i, 
et en éliminant sentre (5) et (6), 
d— x—+3—o (mod. 7). 
Telle est la congruence irréductible dont dépend la 
racine primitive demandée. Si l’on représente par £ cette 


racine, les 48 racines de la congruence (1) seront les va- 
leurs des puissances 


ANRT. 
réduites par le moyen de la congruence 
i—i+3—=o (mod.7). 
374. De la congruence x"-1— 1 —=0 (mod. 7). — 


Le théorème du n° 358 indique, pour le module 7, lPexis- 
tence des quatre fonctions irréductibles du troisième 


degré 
ai— 92, 2— 3, x + 3, x +2. 
Nous désignerons par z une racine de la congruence 
i5=2 (mod. 7), 
et alors les racines de la proposée seront de la forme 
d +aii + ai? 
Cherchons une racine primitive de la congruence pro- 
posée qui est 
(1) BM—I—=0 où 2% 9 10 (mod. 7). 


I] suffit pour cela d’avoir une racine primitive de chacune 
des trois suivantes : 


(2) 2'—1=0, #—1—=0, x%—1=0 (mod: 7) 
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La racine primitive de la première des congruences (2) 


est —1; la deuxième de ces congruences (2) peut se 
mettre sous la forme 


(as — 1) (x 





2)(x+3)—=o (mod. 7), 
et ses racines primitives sont les racines des deux con- 
gruences 

&—=92, at=—3 (mod. 7); 
donc z est racine primitive de la deuxième des con- 
gruences (2). Îl reste à trouver une racine de x!°—1—o, 


ou plu tôt de 
LE 1 


—=0 (mod. 7). 


be | 


Examinons si l’on peut satisfaire à cette congruence 
en posant simplement x — a; +a;i au lieu de 
Ga, + &i+ ai; nous devrons avoir 


(a+ai)"=r (mod. 7); 


ce qui, en développant par la formule du binôme, et ré- 
duisant les puissances de à,, a, et z par les formules 


air pod = par(nodésr} 
se réduit à 
3[G—ajai+(aia+atai)i|=r, 
d'où, en séparant, 
34,—3açai=1, aa +—aiai=0o. 
Ces deux dernières conditions sont satisfaites en posant 
ds = LOU = IE 


Donc — 1 +; est une racine primitive de la troisième des 
congruences (2). Le produit des trois quantités 
qui est 


t—1?, 
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sera donc une racine primitive de la congruence proposée 
3 
x —1—=0 (mod. 7); 
par conséquent, cette expression jouit de la propriété 
qu’en l’élevant à toutes les puissances, on obtiendra 7°—1 
expressions différentes et de la forme 


+ dit RON Te. 


Si l’on veut connaître la congruence irréductible dont 
dépend la racine que nous venons de trouver, il faudra 
éliminer z entre 


. 


xm—i—i et “—=2 (mod. 7}. 


En élevant le valeur de x au cube, puis réduisant les ex- 
posanis de 7, il vient 


2—œ—2+i—i (mod. 7), 
d'où 
æd'—x+2—=0o (mod. 7). 


a 


Il sera convenable de prendre pour base des imag 
naires et de représenter par 2 la racine de cette con- 
gruence, en sorte que l’on aura 


Ü—i+2=o (mod. 7) 
et l’on obtiendra toutes les imaginaires de la forme 
do + aji + ai 


en élevant z à toutes les puissances et réduisant par la 
précédente congruence. 


315. De la congruence x-1—1=0o (mod. 7). — 
Le théorème du n° 354 nous fait connaître une fonction 
irréductible du quatrième degré, suivant le module 7, 
savoir * 


Z — I 





OU LH + a+ x —+I; 
ZT —I 
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effectivement le module 7 est racine primitive pour le 
nombre premier 5. En outre, d’après le théorème dé- 
montré au n° 395, chacune des trois fonctions binômes 


mr, a+ 2, 613 


est décomposable suivant le module 7 en quatre facteurs 
irréductibles du quatrième degré. On trouve par l'an alyse 
du n° 359 que ces facteurs sont respectivement 


x + x — 1, xz' + 2x— 0, a+ x +3, 
Ti x— 1, x — 2x — 9, x — x +3, 
ML Dre 7, x + 3x? — 2, LH ox +3; 
x — 3x — 1, xi— 3x — 2, a — 2x! + 3. 


Nous désignerons par z une racine de la congruence 
(1) i+ 3it—2=0 (mod.7), 


et nous chercherons une racine primitive de la con- 
gruence 


63) ARE ONG URSS {mod} 7). 


Comme 2400 = 2°.3.5? — 39 >< 3 x 25, il nous faut 
connaître une racine primitive de chacune des trois con- 
gruences 


(3) 2*—r=0, x —1=0, x—1—=0o (mod.7) 
Or, la congruence (1) donne 
(4) 8 = 1 + 3 | (mod. 7), 


et, par suite, 





(Sp — 
Il résulte de là que 1° est une racine primitive de la pre- 
mière des congruences (3) ; la deuxième congruence (3) 


(&5)6= — 1 (mod. 7). 
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admet 2 comme racine primitive; il reste donc à con- 
naître une racine primitive de la troisième 





x®æ1 (mod. 7) : 
” L] L2 
essayons d'y satisfaire en posant 
CR LE LE 


en substituant cette valeur, réduisant au moyen des for- 
mules (4) et égalant ensuite à zéro les coeflicients des 
puissances de £, il vient 


— 2ab+3ab— b— 
2.45 + 3 a b?— 2 ab —= 
— db+a2a bi — b+r—=o 
— 3aÿ— 2a 0? + abi+1i=o 
congruences auxquelles on satisfait en posant a = 3, 
b—92. Ainsi 3:+ 21° est une racine primitive de 
x—1=0, car il est facile de s’assurer qu’elle ne satisfait 
pas à x°— 1 = 0. La congruence proposée admet done la 
racine primitive 
D D LE ETC RER RPN TLCEE LES 
ou, en réduisant, 
(5) Z——2+i+ 3i + oi, 


On tire de là 


= 
= 


(6) L——1+i— Zi + oi, 


et, en éliminant £, on trouve 


7) æi— 22 — 2x —2=0 (mod.7) 


Si l’on désigne maintenant par à une racine de cette 
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congruence (7), les 2400 premières puissances de z don- 
neront toutes les racines de la congruence 


SION Re { 
x 1=0 {mod. 7). 


3176. À l’égard des fonctions irréductibles de degré su- 
périeur à 4 pour le module 7, je me borneraï en terminant 
à des indications que le lecteur pourra développer sans 
dificulté. Nous n’avons aucun théorème qui nous per- 
mette de former directement une fonction irréductible du 
cinquième degré relativement au module 7. Mais il est 
aisé d’en obtenir une par tàtonnements. Aïnsi, on recon- 
naît que la fonction 

a + x — 3 


est irréductible suivant le module 7, parce que, si le 
contraire avait lieu, cette fonction aurait un diviseur du 
premier ou du deuxième degré, lequel appartiendrait, en 
même temps, à la fonction x — 1; or, il est facile de 
s'assurer que cette fonction et la proposée n’ont aucun 
diviseur commun suivant le module 9. Il y a plus, la 
fonction x° + x — 3 appartient à l’exposant 7°— 1, en 
sorte que si l’on désigne par z une racine de la congruence 
irréductüible | 
iÿHi—3=o (mod. 7), 


les 7° — 1 premières puissances de z donneront les racines 
de la congruence 


mi 1 == 0 (mod. 7). 


Dans le sixième degré, il y a deux fonctions binômes 
irréductibles, savoir : x°+ 2 et x$ — 3, et il est facile 
de conclure de l’une ou de l’autre une racine primitive 
de la congruence 


x 't—1=0o (mod.7). 
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Par exemple, si l’on pose 
P16; P 
i—=—2 (mod.7), 


il suffira de déterminer une racine primitive de chacune 
des quatre congruences 


26—1=0, x —1=0, æ°—1=0, 2%—1=0 (mod: 7) 


en procédant comme nous l’avons fait dans les cas que 
nous avons examinés précédemment. On reconnaît faci- 
lement que 1 + z est une racine primive de la congruence 
proposée; cette racine appartient à la congruence irré- 
ductible hui 

(x—1Ÿ+2=o (mod. 7). 


Enfin, dans le septième degré, nous connaissons une 
fonction irréductible, par le théorème du n° 360, savoir : 
x— x — g, g étant différent de zéro. Si l’on désigne 
par À une racine de la congruence irréductible 


ÎT—i—3—o (mod. 7), 


on reconnaîtra facilement que z est racine primitive pour 


la congruence 
AY 
z'l—1=0o (mod.7) 
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CHAPITRE IV. 


SUR LA TOTALITÉ DES NOMBRES PREMIERS COMPRIS 
ENTRE DES LIMITES DONNÉES. 


Sur l'évaluation approchée du produit 1.2.3...x, 
quand x est un grand nombre. 


377. La théorie que j'ai surtout en vue dans ce Cha- 
pitre exige que l’on connaisse les premiers termes de la 
série par laquelle on exprime le logarithme du produit 
des x premiers nombres entiers. Cette série célèbre est 
celle de Surling, et elle a fait l’objet des recherches d’un 
grand nombre de géomètres, parmi lesquels je dois spé- 
cialement mentionner Cauchy, Binet, M. Malmsten et 
M. Liouville. Mais, parmi les démonstrations diverses 
qu'on possède de cette formule, je ne crois pas qu’il yen ait 
de plus simple que celle que j'ai présentée à l’Académie 
des Sciences, dans la séance du 2 avril 1860, et que j'ai 
reproduite dans une Note qui fait partie de la sixième édi- 
tion du Traité élémentaire de Calcul différentiel et inté- 
gral de Lacroix. J'ai montré dans cette Note que la 
formule connue de Wallis suffit pour établir compléte- 
ment celle de Stirling, et la déduction est si facile, que la 
deuxième formule peut en quelque sorte être regardée 
comme une transformée de la première. Je ne reproduirai 
pas ici tous les développements que j'ai donnés ailleurs 
sur ce sujet, et je me bornerai à établir les seuls ré- 
sultats qui sont indispensables pour l'objet spécial que 
j'ai en vue. 
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Rappelons d’abord que la formule de Wallis, qui sera 


notre point de départ, se déduit de la formule 


cos — (ie fe) G- =) (- he 
T° OT? 25 x? 


par laquelle on obtient la fonction cos z décomposée en 








un produit d’une infinité de facteurs linéaires (*). Cette 
dernière formule peut s’écrire ainsi : 


UE DE. le OS 
Et Le On 1e - 








2 OT* 25 r°? 


T 
— — Z 
D 


et en faisant z —-, il vient 
2 


ee 


ou 

m vocal Nord or=te fax 
EVE ONU ES RC our Ne) ; 
2 ad 34 a ré ie rl Sri ir P 


ce qui est la formule de Wallis. 


318. Cette formule prend la forme très-simple 


4 
du atel eu DOUR T0) 
he 
ou, en extrayant la racine carrée, 
m}| 
(1) Le )F TM (pourrir == 09 
p(2x) 
si l’on désigne par o{x), soit l’expression 
1.214200 
Vorat te 


(*} Voir mon Traité de Trigonométirie, 3° édition, p. 210. 
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soit le produit de cette même expression par une exponen- 
tielle de la forme a”, a étant une constante quelconque. 
La formule (1) aura donc lieu si, désignant par e la base 
des logarithmes népériens, on pose 


(2) ox) << din : , 


. L 
V2re PAPA PE 


On tire de la formule (2) 


DRE 14 (r+tlog( 1+- 
(3) mel =îi(i+i 6 SR an(s si 
CAC or 0 D ANNEE 





ou 


(4) log EE = fr +sjes(+i): 


la caractéristique /og exprimant ici des logarithmes né- 
périens. Or on a, x étant >> 1, 














| dr: I D mMeÉ “gg (— 1} M 
og{r Ts rire pale 5 l'a te-erteril 08 
ni Z x 2 x? 3 x° n x" 
d’où 
/ à I ï ÎT 
(æ+-)log{r+-)—1+ — = + 
\ 2 ZX 12x° 124° 
7 — 1 — 1}! 
Es UE 
DT PACE je NEA 
donc on a 
o(x) vert ï 3 
(5) | 75 o(x Hi) 122 122 PET d'u 


L = 


2n(nHA1) zx 


Dans cette série les termes sont alternativement positifs 
et négatifs; en outre, la valeur absolue du rapport du 
terme de rang n au précédent est 


n° I 


. 


PEL IRD TL 
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4 à! I e e. e pe 
ce rapport est égal à - pour 7 — 2, mais il est inférieur 
A 
, I \ pose A 
à — pour toutes les valeurs de 7 supérieures à 2; donc, 
TL 


lors mème que x se réduirait à 1, les valeurs absolues des 
termes de la série (5) décroïssent à partir du deuxième 
terme. 11 résulte évidemment de là que l’on a 





NE A ua LE 2 
ô ÉTEMET) ET 
ou 
(x) 
Late 2 
(6) or) 
. . + TL : 
Mais on peut assigner une limite de plus petite 
T 


que la précédente, et comme elle nous sera utile plus 
loin, il convient de l'indiquer ici. 

Si l'on multiplie la formule (5) par æ + 7, il vient 

o(x I I 
A nr ; 
o(T +1) 122 1002) 
(nr — 3) (HT 

AREA AE OMRONUR QT 
2(R—i)n(n+Hi1) x 





—- 


pre I 
dans cette série, le terme en — manque;les autres termes 
À 
sont alternativement posilifs et négatifs, et le rapport du 
I I 
terme en — au terme en —— a pour valeur absolue 
7 ar! 


(R —1)(7x — 2) d 
(a —1)(2r—2)+2(r —4)x 


1 





# « I . . e. r» 
ce rapport est égal à Pour 72 = 4, mais il est inférieur 


ni Die : ; 
à — pour z >> 4. Donc les termes diminuent à partir du 
T 
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deuxième, lors même que x serait égal à 1, etona 


o(x) I 


| À 





MTL él 
Gt g(t Hi) —12x 


ou 


(7) Fe o(z) I 


Sox +1) 12æ(x edf pis 


319. La formule (6) montre que l’on a 


D 


0 


p(x) - 2 





8 F- 
F5 (x +1) 


I 





4, étant un nombre positif inférieur à —; on aura aussi 


12 
en changeant x en X+1, x+2,..., 2% — 71, et en 
désignant par 6,,0:,..., 0,_,, des nombres compris entre o 





I 
Et — >; 
12 
0, 
PSE NC RER) 
p(x "4 
(9) NCA FT À APN Emme RE 
(x + ô) 
LEA 
p(2x —1) 2 {2x1}, 
(2x) 


Multiplions entre elles les égalités (8) et (9); comme la 
somme des x fractions 


8, GA lobe He 





+ © + ———— © +... 
x? (x +1) (æ +2) (2x — 1) 








L1 I I 
est moindre que sa ja XX Æ ou que », on aura 
} AE 3 122 
6) 
OUT LE 
(10) dl } — €, 
c(2x) 


II. 19 
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# LL I . 
0 étant un nombre compris entre o et va et par sulie 





(11) a IUT — OU 


Si maintenant on divise la formule (1) par la formule (11), 
il viendra 


(12) v(z) = (pouree 00} 
c’est-à-dire, à cause de la formule (2), 
(13) LA SRE Vore ta Tilt s,), 


e, désignant une quantité positive qui s’annule pour 
x—«, et dont nous allons faire connaître une limite 
supérieure. 


380. Posons, comme nous l’avons déjà fait dans la 
Section IT de cet ouvrage, 


(14) MARRON À ES ip PS PAPER 


on peut obtenir facilement, par ce qui précède, une 
expression complète du produit l'(x +1), ou, ce qui re- 
vient au même, une expression du logarithme népérien 


logl'(x +1). On a d'abord, par la formule (2), 
(15) logr(x+1) — =log2r — x + (+ + :) logx + logyz(x), 
et l’on a ensuite identiquement 


re ina AD Aa nr 
og (er) = 108 2 + og 2 


mais si l’entier m croit indéfiniment, o (x+m+i1) 
tend vers l'unité, d’après la formule (r2), et son loga- 
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rithme tend vers zéro; on a donc 


M —= D 
ss te. ; g(x+m) 
(16) logg(x) = Ÿ Rep 
12=—= 0 
ou, d’après la formule (4), 
fie 8) 


' œ Se : œ : : — 
(17) loge(x) = © [(em+i)lo(i+ ie) - ‘| 


mm —=0O 





et l’on aura en conséquence 


1 I I 
logrT' (x ee log2r — x + es logzx 


je nn —. © 


D Sent) 


M — O 





Cette formule (18), qui a été rencontrée par Guder- 
mann, se déduit bien facilement, comme on le voit, de 


la simple formule de Wallis. 
381. On peut tirer la formule de Stirling de la for- 


mule (18), mais je n’entreprendrai point ici cette trans- 
formation et je me bornerai à déterminer les limites de 
log l (x + 1) qui nous sont nécessaires. 
À 1m Bd \ 
Comme la quantité logo (x) est positive, la formule (15) 
nous donne d’abord 


(19) logr (+1) > à logar — + ( +3) logz. 


Ensuite nous aurons, par la formule (16), à cause de 
l'inégalité (5), 
m=—= À 
1 


loge (x) D oem) Emi) 


m—0 
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I 
(æ+ m) (x + m+i) 





or, la fraction se décompose en 


I I 





CNE PE —— SRE À | 
CH In X+Mm —- I 


donc on peut écrire 


12 lége (2) € (5 — ]+{ cm 








Kn T+U Œ + I L +2} 


I I 
\T +2 T+3 


L4 








La série contenue dans le second membre de cette for- 


I , 
mule a pour somme —; et l’on a en conséquence 
N 5 


T 





logo (:e) 
12€ 


pui s 


(20) Jlogr(x+1) < 


L t 
log2r—x+|x +) logx + —: 
2 12% 


Les formules (19) et (20) nous donnent les deux limites 
que nous voulions trouver. En revenant des logarithmes 
aux nombres, on obtient 


I 
pe ln 


Le] 


12 3... >>Vare % 





ï I 
TH CP BR 
12 X 2 


1.2.3...r7<C Vare TS LR 


/ 

(21) | 

Extension des formules précédentes au cas où x n'est 
pas un nombre entier positif. 


: 382. On désigne habituellement par lesymbole T (x+1) 
une certaine fonction de x qui a une valeur déterminée 
pour toutes les valeurs réelles et imaginaires de x, qui 
ne devient infinie que pour les valeurs de x égales à un 
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nombre entier négatif et qui se réduit au produit 1.2.3...x 
quand x est un entier positif; elle coïncide, dans ce der- 
nier cas, avec la fonction dont nous venons de nous oc- 
cuper. 

On arrive très-facilement à la notion des fonctions gé- 
nérales l quand on cherche à interpoler la foncüon nu- 
mérique 1.2.3...x, c'est-à-dire quand on cherche à 
représenter le produit 1.2.3...x par une fonction de x 
qui conserve une signification bien définie lorsque x 
cesse de représenter un nombre entier positif. 

En effet, soient x et m7 deux nombres entiers positifs. | 
Les x fractions 

| m 77 122] 


Ra mt) 


3". ie 
m I 2 HER 





tendront vers l'unité si, x restant constant, on fait 

A . nn . . 3 A 
croître m2 indéfiniment; il en sera donc de même du 
produit de ces x fractions, et l’on aura 


m° 
(m<+i)(m+2)...(m+x) 





(1 —|- Em) UE, 1, 
e, désignant une quantité qui s’annule pour m = « . On 
peut écrire aussi 


(ie ce TOURS 
nE240, (7-7) 





(Tipte 2e) 11 


ou, en multipliant les deux membres par 1.2.3...x, 


HS Se | 


CS nage Re OI En Le 





[I + Em). 
j \ 


Faisant tendre l’entier m vers l'infini, on aura 
2 


Gn. 2: 2 7m): m 


(1) Dar Ne Pre 


> pour m—œo. 


Le second membre de cetie formule devient infini 
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quand x est un entier négatif, mais par toutes les autres 
valeurs réelles ou imaginaires de x elle a une valeur finie 
et déterminée, comme on le démontre très-aisément. Si 
donc on pose 


(TS PAT) JR 


ER 8 APPAREIL ER PRES SR 7 TS 
(2) T(x+1) =lim (æ+1)(x+2)...(x+m) 


> pournm—=œo, 


on aura, dans le cas de x entier positif 
, P , 


POUAE 2 SU 


ND | = 


Cherchons la es de FT (2) + Si l’on fait x = — 
dans la formule (2), il vient 


DALONL Sr S 


1 (LEE 0 ur 
AU PRE Le TN ET RE 
NE OT 


et en posant, comme au n° 375, 


TD SR LT 
oŸ (m) air 0 
ne —=TI2 Lin DE v 
V2re mn < 


on peut écrire 


18 () PEL pour 72 — ©. 
de w(2m) 


PA 


Enfin, comme o{(m) et 6(2m) se réduisent à l’unité, 


“(e 


383. D’après ce qui précède, on peut écrire 


pourm—x,ona 


(r.2.3:-1.7R) m° 


St TE NUE TE 


(1+ em), 


&, étant une quantité qui s’annule pour m — æ . On tire 
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de cette formule 


108 x +1) — | 2 log — og — | vo 








; m x + m 
Su | + log - — D" | + log (1 +64), 


ou, en écrivant m + 2 au lieu de m et faisant tendre m 
vers l'infini, 





= 

T{ztr)—Ÿ o | Se 

(2) logT(x+1)= 2, æbg(i+ 2) log(i+ j 
Mm— 0 


Cette formule (2) est équivalente à la formule (1) et 
elle exprime, comme celle-ci, la définition générale des 
fonctions J'. 

IL est facile maintenant d'établir la généralité de la for- 
mule (18) du n° 380. En effet, cette formule (18) et la 
formule qui précède s'accordent à donner, par une double 
différentiation, 

= e el 
d'logr (x +1) | 
rate D en 
M O0 
les premiers membres de ces deux formules ayant ainsi la 
mème dérivée du deuxième ordre, ils ne peuvent différer 
que par une fonction linéaire de x; mais comme ils sont 
égaux pour toutes les valeurs de x entières et positives, on 
en conclut qu’ils sont égaux, quel que soit x. 

384. Nous ne pouvons nous dispenser de rappeler ici 
que si x est une quantité positive, la fonction l'(x) n’est 
autre chose que celle qui a reçu de Legendre la dénomi- 
nation d’intégrale eulérienne de seconde espèce. Effec- 
tivement, en écrivant x — 1 au lieu de x, la formule (1) 
du numéro précédent devient 


(1.2.3...m)me 
dx +} (x mr) 


4 


mix Ve (pour m =). 
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Intégrons par parties la différentielle &*=1{1— x)" da, il 


viendra 


DE LE m à 
Il (1 dd a)" da 5 a (1—c}" Bi 6 f<e _… xt: 
L L 


et comme x est positive, si l’on prend les intégrales entre 
les limites o et 1, on aura 


L m e 
NL me N'IUe ae da —= = at(1—a)" da. 
0 TRUE 


On conclut de là, quel que soit l’entier », 


Lt Pi { 7 I 
ll Ar A in (mm —1)...(m D f art (1 — a d'a; 
0 0 


C(r+i)..(v+n2— 1) 





/ 


pour 2% — m, l'intégrale du second membre se réduit à 


AI 





d I 
ox+m-1 da Er mt donc on a 
ya T + In 
/aI \ Le 07 
| at! (1 a }" de YEN RC EME La. HE 
« TL ( X HI ) | T+m ) 


ONCE x da ; ; 
et, en écrivant — ; — au lieu de & et da, 
mn 7 


LHmMm ['e œ \" (EL 8 Ori 
LT ITR ar Lu Ta ENS ERNEST EU ME CC 
m ni T(z +1)... (x Em —1) 


0 





On a, d’après cela 


/ x nr œ m , 
T(x)—{1+— at [1 —) dx (pour #m—w); 
m 0 [/ 


on peut écrire aussi 


De) (+ 2) (ii - £ j'a 


m œ\" 
on Ca Ci = 2 da pour m—®D ). 
/M FA | 


/ 
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fEz ci\ : 
La quantité ( — ) a pour logarithme 


œ? ce3 
2 UF, ce 2 RE re 
2m 3m? 


et, « étant regardée comme constante, elle atteint son 


maximum pour Mm— ; ce maximum est 6”. On a donc 


m x \" mn 
[ Fill £ — =) d'u JE ane fida; 
M Le M 


et on pourra poser 


m œ \” : m » 
ai ti — ) —(1—0) aïte da 
) 
M mn M 


0 étant une quantité comprise entreoeti. L'expression 
de T (x) devient alors 


ä M LS E 
r(=(i+À) hi DFE. (2) da 
m À mm 
m 
+ (1—0) u Dar) Cha de | (pour »m —« ); 
M 


regardant maintenant M comme une constante, faisons 


> À ï le Le À 
tendre m vers l'infini, on aura à la limite (: — — | en, 
m 


et par suite 


2 co 
ET. ae ctda—s [ nl -chos 
(o) M 


mais il est évident que la quantité 0 est ici rigoureusement 
nulle, car la formule précédente a lieu, quel que soit M, 
et la dernière partie disparaît pour M — « . On a donc 


co 
n(2)esu/s RENE a 
0 


pour toutes les valeurs positives de x. 


(1) 


| 
| 
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Détermination de deux limites entre lesquelles reste 
comprise la somme des logarithmes népériens de tous 
les entiers qui ne surpassent pas un nombre donne. 


385. Soit a un nombre entier positif; faisons x—a+t 
dans la formule (19) du n° 381 et retranchons ensuite 
log (a +1) de chaque membre; faisons en même temps 
x = a dans la formule (20) du mème numéro, on aura 


log r:2.3..a7=10g V2r + (a +1) log(a+1)—(a+1)— = log(a +1), 


— I I 
logr.2.3...a <Clogÿ27 +4 loga — a + . log a + —. 
$ 124 


Y r Pre 47 . 
Cela posé, désignons par x une quantité positive quel- 
conque au moins égale à 1, et soit & le plus grand entier 
contenu dans x. On a, par hypothèse, 


aS x attbigetl. abs 
et on en déduit 


(< +1 —) Hog(asti) re (= 2 Jos — 1), 


I 4, gi Des I re 
(a+) (loge — 1) + 2 (e +2) (loge — 1) + 2 


ou 


(a +i)log(a +1) —(a +1) — = log(a + 1) 
I 
>> x logx — x — = logr, 


I I 
a loga — a + -loga + — 
72 124 


I I 
srloggés x + = Jdogri-pree 
À 2 12 


Des inégalités (r) et (2) on conclut, en appelant T (x) le 
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logarithme du produit de tous les nombres entiers qui ne 
surpassent pas x, 


T (æ) >> logy2r + x logx — x — = logæ, 


(3) 
Er I J 
Fo rs + Gr +52 — log Tri ° 
T(x) Llogy27 + xlogr — x + slosr æ 


Æs 


Ces inégalités (3) sont celles que nous voulions obtenir. 


Sur la totalité des nombres premiers compris entre deux 
limites données. 


386. Le problème qui consiste à déterminer combien 
il y a de nombres premiers compris entre deux nombres 
donnés n’a pas encore été résolu et semble présenter les 
plus grandes difficultés. M. Tchebichef est le premier qui 
se soit occupé avec succès de cette question; dans un 
Mémoire présenté en 1850 à l’Académie impériale des 
Sciences de Saint-Pétersbourg, cet habile géomètre a 
donné le moyen d’assigner deux limites entre lesquelles 
est nécessairement compris le nombre qui exprime com- 
bien il y a de nombres premiers entre deux nombres 
donnés. M.'Tchebichef a déduit de son analyse la démons- 
tration d’un postulatum sur lequel M. Bertrand avait 
fondé la démonstration d’un théorème important dont il 
sera question dans la Section suivante. Ce postulatum 
consiste en Ce que : 


Il y a toujours au moins un nombre premier compris 


entre a et 2a — 2 si a est supérieur à 


D [2 


Bien que je sois parvenu à démontrer le théorème dont 
il s’agit sans recourir à aucun postulatum, ainsi qu’on le 
verra dans la Section IV, je ne crois pas inutile de pré- 
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senter ici l’analyse ingénieuse de M. Tchebichef, analyse 
qui repose sur des considérations entièrement neuves. 
Nous désignerons par T (z), comme au numéro précé- 
dent, la somme des logarithmes népériens de tous les nom- 
bres entiers qui ne surpassent pas z; nous désignerons en 
outre par 0 (z) la somme des logarithmes népériens de 
tous les nombres premiers qui ne surpassent pas z. Les 
fonctions T (z) et 0 (z) se réduisent à zéro lorsque z est 
inférieur à 2. Quand z sera une quantité composée, 
LA 2 
comme (2) par exemple, nous écrirons, pour abréger, 


1 Î 


0 (2) au lieu de 0 2) . 


\ 


Propriété fondamentale de la fonction 0 (3). 


387. La propriété fondamentale sur laquelle reposent 
les recherches de M. Tchebichef consiste dans l'égalité 
suivante : 


Le 1 
i 


T(x)=6(x)+0(æ) +0(x) +0 (x)! +... 


où les séries doivent être prolongées jusqu'aux termes 
qui deviennent zéro. 

Pour démontrer cette égalité, remarquons que chaque 
membre est égal à une somme de termes tels que À log x, 
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k désignant un entier et « un nombre premier. Supposons 
que, dans la suite des nombres 1,2, 3, 4,..., qui ne sur- 
passent pas x, il y en ait À, qui soient divisibles par  ; 
nommons aussi À, le nombre de ceux qui sont divisibles 
par æ?, et généralement A; le nombre de ceux qui sont 
divisibles par &'; il est clair que le coefficient de log a 
dans T (x) sera A, + A,+A;,;+.... Considérons main- 
tenant les termes qui composent une ligne verticale du 
second membre de notre égalité, par exemple, 


! 1 t 


ar LI F x ï x ï 
0 (x) , (2): o(à) , IPS 


on trouvera, dans cette suite, autant de termes contenant 

ë L ; ; LA Ld r . 
log « avec le coeflicient 1, qu'il y a de quantités qui ne 
sont pas inférieures à & dans la suite 


{ Î { 


(Ge 


Or le nombre de ces quantités est évidemment le même 
que le nombre des quantités 


PRO TE Te ba, " - 


qui ne surpassent pas æ; ce nombre est précisément 
celui que nous avons désigné par A;. Donc le coeflicient 
de log & dans le deuxième membre de notre égalité est 
A+ A:+A;+..., ce qui démontre l'exactitude de 
cette égalité. 

Nous ferons, pour abréger, 

1 ‘ ñ 

(H) pa) =0() +02) + 0(2) +0(2) +... 
et alors l'égalité que nous venons d'établir pourra s’écrire 
ainsi : 


(2) T(e)= (0) +42) +9(5) +415) ÉQUE 


2, 
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Démonstration de deux inégalités auxquelles satisfait la 


Jonction d (z). 


388. Les deux inégalités que nous proposons d'établir 


sont les suivantes : 


> r+r(S)=r(2)-r(S)-r (6), 
va-ÿenteraa(e)-#( "(91 


L'équation (2) du n° 387 donne 











+ 
<= 


Eclat 
ni 
LA 





UE 
Ï 
Ts 
8 : 
mt 
 E 
< 
Ja TS 
D | 8 
SE 
_. 
D 
PRES 


D et RUE ee 
| 
<< + 


| 
-€- 


| 
<< 
I PR TE TE 


Is RDIS8 8 


| 
<< 


€ 
LES 
N 
8 
Qt 
D =" 
€ 
FDA 
© 
[| 8 
Q 
te LS 
—< 
FRS 
EN 
à 
Qt 


Le second membre de cette équation est de la forme 


Ad (x) + A:Ÿ (=) + A,Ÿ (5) COR A CET 


À;, A2, À;, etc., étant des coeflicients entiers, Or je dis 


Où à 


qu'on a en général: 


A,—1, Si zx n’est divisible par aucun des facteurs 2,3 ,5; 
A,—=0, si z est divisible par un seul des facteurs 2, 3,5; 
A, —1, six est divisible par deux au moins des facteurs 2, 3,5. 


SECTION III. — CHAPITRE IV. 207 


En effet, dans le premier cas, où n n'est divisible par 


LL 
que dans la première ligne horizontale du second mem- 


bre de l’équation (1). Dans le deuxième cas, où z est di- 
visible par un seul des nombres 2, 3, 5, on trouvera le 


FA 
aucun des nombres 2,3,5, on ne trouve le terme d (2) 


TZ s > 
terme d (2 avec le signe — dans l’une des trois der- 
72 
/ 


nières lignes horizontales du second membre de l’équa- 
tion (1), et comme ce terme existe dans la première 
ligne avec le signe +, on trouvera zéro, après la réduc- 


L - TL - L2 
üon, pour coefficient de d | — }- Dans le troisième cas, 
7 
où 2 est divisible par deux des nombres 2, 3,5, le terme 
L 2 4 . 
— } se trouve avec le signe + dans la première ligne 
72 


horizontale du second membre de l'équation (1), et avec 


le signe — dans deux des trois dernières lignes; donc il 


A , . à Le ” 
ne restera après la réduction que — Ÿ | — |. Enfin, dans 
. 7 


le quatrième cas, où 7 est divisible par chacun des nom- 
Æ LZ 

bres 2,3,5, le termed (<) se trouve avec le signe + 
7? 


dans les deux premières lignes du second membre de l’é- 
quation (r}, et avec le signe — dans les trois dernières 


. . T « , 
lignes; il restera donc encore — Ÿ | — | après la réduc- 
72 


tion. Donc, pour 


PRO HE UD, LA, LRQ. 70 9, Ovaio, 
HONTE PA MONS TT AG! 19;"20, 
222009512420 00600 20 "207700 

on a 

A1, 0; 9; 0) Grvsik:s 1) 0; Orne 

DT, MIRE AO CT, 2 Open, —i, OT DUT, 
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et, par conséquent, lP’équation (1) se réduit à 
] TL CT K (à T 
jn(e) rs) r(#) x (s 
rer) TG) (6) () 
4 NS aies , aies æ RE y 
Sn pen Aer ler 
où tous les termes du second membre ont pour coeflicient 


+ 1 et — 1 alternativement. Or la fonction Ÿ(z) ne peut 
croître quand z décroît ; donc la série 


tee S'EE 


qui forme le second membre de l’équation précédente, est 
comprise entre 


on a denc 


| nomaer(é)-)-r()-nfé) 


(2) | im ) <T(x) LT (&) AT E)-r (3) 6); 


ce qu’il fallait démontrer. 


Détermination de deux limites entre lesquelles sont 
comprises les fonctions b(z) ex 0(z). 


389. On a vu, au n° 355, que la fonction T (x) satis- 
fait aux deux inégalités 


_— I I 
| T{x) log V2r + rlogx — x + > logx + TE 
(1) 


| T(x) > log V2r + xlogxr — x — = logz. 
\ A 
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On déduit de là 
T(x)+T (5) < 2log V2r 


CR SUR T: 5 31 I 
+ = + — xlogx — xlog 30°" — — x + logz — -— log30, 
12 30 30 2 


2 x 


T{e) +7 (SE) 210 var 





Po AVE DEEE Ce PEUT LE 
——ælog x —1xlog 30°° — x — lorx + — log 30; 
20: te à 30 e AE QE 
et 
x x PA K — 3 
r(2)+r(s)+ rl <St8 Var + À 
, 9 - 
PRES | FRE CLENRRT _ log 30 
= 108 T'— LI0g27 9° — — LH —-108x— — 1099 
Sort 7 ù quite males 
W # TX a 
T (£)+2 5) rs) So vr 
cal L + 2 T 81 
+ clogx — xlog2? 35 — x— - logz + — logo 
À 


Retranchant la quatrième de ces inégalités de la première, 
et la troisième de la deuxième, il vient 


7 Pi Æ æ “ 
à AD 3 An 


< x log — + —logx — - log 1800 x + —) 
30°° 2 2 12 
C4 BL D ÿ à x 
ré)+r(s)-1(£)-r(5) r (S) 
Her 
g. HOMO JD I 450 3 
> «log — — —logx + — log <— — —+ 
30°° 2 2 T L2 


Nous ferons, pour abréger, 


Lg 
2 


1 
> 3° > 


1 
30°° 


[F, 14 


A = log — 0,921209202...; 
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alors les inégalités précédentes deviendront 


rar (E) (2 (8 


: 
5 2 

<Ax+— logæ — — log 18007 + — 
2 1 


or) er GER 


50 _ 3 


12 


(2) 





Az loge+ LI log 


el l’on voit que l’on a, à plus forte raison, 


4 


Lx} TT (5) —T (=) =T() “1() <TAX+ Slos+; 


| x 6 , 
| T(x)+T 5) Ut o ir ê 2 GE Ax— og x 1. 


Les formules (1) n’ont lieu que dans l'hypothèse de 
x >>1; d'ailleurs, pour former les inégalités (2), on à 


(3) 


TL nv T 
roi 
sont établies que be Fin de x >> 30. Mais il 
est facile de vérifier que les formules (3) ont lieu pour 
toutes les valeurs de x comprises entre 1 et 30, et, par 
suite, qu’elles ne présentent aucune exception. 

Des inégalités (3), combinées avec les inégalités (2) du 
n° 385, on déduit 


, x 
remplacé x par - ; donc les formules (2) ne 


L(2)> Ae— loge —1, 


A PU 
_ A TT AIORE: 
ÿ ( Ÿ 6 ESS 2 Oo 


La première de ces formules donne immédiatement une 
limite inférieure de Ÿ (x) ; la seconde peut servir, comme 
on va le voir, à obtenir une limite supérieure. Pour cela, 


Li 
4) 
“NOTE 
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posons 
5 5 
f(x)= + A+ >——> log x + - logx, 


5 logé © 4 


on aura 


À I 5 5 
F (à) Fe F A ss Hide 6 log? x — 7 log x, . 


] : IC FÉCN. L sk À 
en C langeant successivement Æ en FA G:° rer CURE Gti? 


vient 
Li HE trees) ()-r (5) < 
Éi D + HE) 


Supposons maintenant que "2 soit le plus grand entier ui 





vérifie la condition 6"= tombera entre r et a 


ZT 
FE, Gn+i 
el, par suite, UE _ sera Zéro; Je dis en outre que 


À 


ne 7 Ce ss) sera moindre que 1. En effet, la valeur de 


— f(z) peut s’écrire ainsi : 


DO ON : 
D ie 


se Qu O 
3 D 
à 
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d'où l’on conclut 
5log6 
— 2 , 
OR 
et, à plus forte raison, 


TANT 


puisque, 6 étant moindre que c’, log 6 est inférieur à 3. 
D'après cela, la formule (5) donne 





et, par suite, 


Ja 5 
(6) (x) <? Aie + — log? Sol ARTS 
Les deux limites que nous venons de trouver pour la 
fonction Ÿ (x) vont nous permettre de trouver également 
deux limites de la fonction 0 (x). 

Pour cela remarquons que la formule 


ie 


ÿ(2)= 9(z) + 0 (x À TE) LE 


donne 


x) — ÿ (Vr) = 0 (x) + D (x) + 0 (e)° + DA 
2) 24 (0) 0 (0 — [o(at —0(0 ] lot) — 0(ÿ ]- 


Or la fonction 6 (z) est positive ou nulle, et d’ailleurs 
elle ne peut croître quand z décroît ; donc on a 


(7) | (x) (x) — 4 (V2), 

ÿ (æ) 5 ÿ(e) — 29 (Vx). 

Mais on vient de trouver 

Ua) LR AS + eg loge + 7 loga + 2, 


(8) : 
ÿ(x)> Az—=logz—1, 
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et l’on en tire 
| _ Gars 5 5 
Ÿ (ÿx) Es F Ax° + AE log? x + 3 logx + 7, 
(9) * 1 8 
Ÿ (Væ) > Ax° — Ab — 1; 


donc on a, par les inégalités (5), 





G L 
D(x) 7 Ax— A? + s loge + © logz +», 


5 
4 log6 
ES: 12 à 15 
0x Ar 2. Nr 1m Sein r 
re Ar 1 Mono é; ï log:r — 3, 





(ro) { 


Ainsi, la somme des logarithmes de tous les nombres pre- 


miers qui ne surpassent pas æ est comprise entre les 
limites 


dre NME lo Er 19 x 

en A tn Re RE 
12 0e 5 1) 1 

Fe PO pin 


Détermination de deux limites du nombre qui indique 
combien il y a de nombres premiers compris entre 
deux nombres donnes. 


390, Soit m le nombre qui indique combien il y a de 
nombres premiers plus grands qu’un nombre donné / et 
qui ne surpassent pas un autre nombre donné L. La 
somme des logarithmes népériens de ces m nombres pre- 
miers sera évidemment comprise entre m log Z et mlogL; 
on aura donc 

O(L)—0(7) > mlogl, 
O(L)— 6(7)<Zm log, 





O(L)—0(1) O(L)—0(4). 


me log L 


- 
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mais, d’après les inégalités (10) du n° ns on a 








6 1 por 5 À RP: À 
TT ————— ———— ———— 


m < 





log / 


6 PRTNE : 
0 ee DAIE 18 NES 
| 46 5!) a (©L É)- ece (iot' *L+21log*1) 2 (3 log La log) 5 
? Re 


log L 


(1) 








+ 


Ces formules donnent ainsi deux limites entre lesquelles 
tombe la quantité m qui désigne combien il y a de nom- 
bres premiers plus grands que 7 et qui ne surpassent 
pas L. La deuxième de ces formules montre qu’on trou- 
vera plus de À nombres premiers entre les limites Z et L, 
si la condition suivante est tee savoir : 


6 ifaas drh 
A ( 51) A (= L l )— —. T — (log* L+ log?!) 7 GlogLæ+alogt)5 


me — 4 


G) k< 





Ce L 


et comme / est © 0 et CT, on vérifie cette inégalité en 





faisant 
6 19 2 15 25 
FRERE à ER ? 2 — O0 
ME 5!) pal png SL — TlesL 5 
>; VER Ra 


d’où l’on tire 


Ü 1 25 5 25 
l=EL—2L — TO TNT el (Te 


25 


+ 1) log L -- Fat 
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Ainsi, en prenant pour / cette valeur, on est sûr de trou- 
ver plus de # nombres premiers entre Z et L. Il est bien 
entendu que /et L sont supposés plus grands que 1. 

En faisant À — o, on conclut de ce qui précède qu'il y 
a au moins un nombre premier entre / et L, si l’on prend 


(3) Et 25logL _ 125logL 25 


Application des resultats qui précèdent, 


391. Des résultats que nous venons d'obtenir, il est 
aisé de déduire la démonstration de la proposition dont 
nous avons parlé au n° 386. Effectivement, nous venons 
de voir qu’il y a au moins un nombre premier entre les 
limites 


Droat Haies 25 log L hilpe en 25 ÉTÉ. 
6 16 À logO 24 À GA 


donc il sera établi qu'il y a au moins un nombre premier 
entre les limites a et 2a — 2, si l’on prouve qu’on peut, 
par une valeur convenable de L, satisfaire aux deux iné- 
galités 


2a—2>L, 
5 Le 20doeD 105 los Tu, 25 
FE mie DLIGNIPÉ ES TAILE GA 


Or, on vérifie évidemment la première de ces inégalités 


en prenant 
L=—=24a—3, 


Quant à la seconde, elle devient, pour L = 2a — 3, 


5 25 log* (2a — 3) 
g<p(2a—5)—2 EU TT T NET 


125 log(2a—3) 25 


ES HÉIL CA 


24 À 6A 
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ce qui est exact pour toutes les valeurs de a qui surpassent 
la plus grande racine de l’équation 


25 log? (2x — 3) 





Sn AOL ARE ds RME à 
125 log (2x — 3) 25 
GRAN AREA 


or on trouve que cette plus grande racine est comprise 
entre 159 et 160 ; donc, si a est > 160, il y a nécessaire- 
ment un nombre premier compris entre a et 2a— 2. À 
l'égard des valeurs de a inférieures à 160, la proposition 
peut se vérifier immédiatement au moyen des Tables de 
nombres premiers. 


52 6 00 e— 


SECTION IV. 


LES SUBSTITUTIONS, 


\ L * 





À | N vas e” ui 


1 










| AN vor: à 
CHU QU ENT rt LIRE CURE 
Ms» A | M: } L PA 

+ ' Pr . pe 

























A CAPDS gra N ty L 11h ferr Fu 
| KW 1j HOT; 2708 
dur on Ai à ‘0 qe A! CET, k ,L'E alt ; vil « 14 RL | 


‘ L | 
"Re 







à rues CE | “be kb: 
| Ar he 





WW A % 


rt 
Ni ! 42 


| ss tel 








“ tp ibtèn 
APE FUI RUE 
a \x W ce jai ryte mr %: ï er 
DLLD LT En ER “eau 
| A # id ou) (00 ii 
= En 
| 0: dry as 
en + EL n 
él | EURE be 


A 
\ qe 


"2 die Sen ve 
mat | ares Tir va cv fre Fi ride, LEE + mir at 


b 


N Jai étudie dal tint dl COLE] ut il 
ï È É ; A 


A » 


Lit AU MNIHOTÉ de À : et n'of 
1 M 7 (#4 ? ; 
(MIS _ f . Àc bi 
È | l : 
"+ | » à ” ; 
\ oh | | | e MES LV [ s # ) x 
re te i | \ te . l 
PLUS re NT ROIE L 4 ARE [AE 
Ah Le "Ai trs ML ri) 40} 
= Le de ra d A ; 1 \ de 
à | x | 


| | , , ; | 4 4 1 F à à a 448 
24 - TONNES di: | “RTE 





F 
* = il 
| “1 
‘ " L 
A0 l { 
, w 
} ) 
' | | 
| Lt 1 
ÿ t, ! ° 
t ” À 0 À } : en f | 
« | Vi de 
» V8 | 7 
lat: M 0 f ai 
Al tEer 
CA | «h1} ’ NUL 
| nl 4 " S PE d 
) « } x * L N : de pie 
Tru Î . LS 


SECTION IVe —— CHAPITRE I. 214) 





SECTION IV. 


LES SUBSTITUTIONS. 





CHAPITRE PREMIER. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SUBSTITUTIONS. 


Des permutations formées avec des lettres données, ct 
des substitutions par lesquelles on passe d’une per- 
mutation à une autre. 


392. Les permutations de n lettres 
AO RAS en el 


sont les résultats que l’on obtient en écrivant ces lettres à 
la suite les unes des autres de toutes les manières pos- 
sibles, et on démontre dans les éléments d’Algèbre que le 
nombre total N de ces permutations est 


N=#r 2347. 
Représentons par de simples lettres 
VE À;, A5 … Ax_, 


les N permutations dont il s’agit. L'opération par la- 
quelle on passe d’une permutation à une autre est dite 
une substitution (n° 235). Nous représenterons une sub- 
stitution en écrivant entre parenthèses la permutation de 
laquelle on part et, au-dessus de celle-ci, la permutation 
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nouvelle qui doit la remplacer. Ainsi le symbole 
AAA 
(5 } 
désignera la substitution qui a poureffet de remplacer les 
lettres de la permutation À, par celles qui occupent res- 
pectivement les mêmes rangs dans la permutation A, ; les 
permutations À, et À, seront dites les termes de la sub- 
stitution, À, sera le dénominateur et À, le numérateur, 
Il est évident que l’on peut choisir pour dénominateur 
d'une substitution donnée l’une quelconque des N permu- 
tations. 
D'après cela, si l’on adopte À, pour dénominateur, on 
obtiendra toutes les substitutions en prenant successive- 


ment pour numérateurs les N PERRIER ces substi- 
tutions seront donc 


fAo\ A,\ Ma 7: EE 
a, PP AFJUAT sin 


A ; ; 
Le symbole (is) représente ce qu'on appelle une sub- 


stilution identique, il indique la conservation de l’ordre 
des lettres; ïl ÿ a avantage à le comprendre parmi les 
substitutions, et le nombre de celles-ci sera dès lors 
égal à N. 

Nous représenterons souvent par de simples lettres S, 
T, etc., les diverses substitutions que nous aurons à con- 
sidérer. 

Lorsqu'une lettre occupe ï. même place dans le numé- 
rateur et dans le dénominateur d’une substitution, on 
peut la supprimer sans inconvénient. Ainsi la substitution 


chu br / | 
AÉCAREN) 


SECTION IV. —— CHAPITRE 1, 221 


, 


peut 5 écrire plus simplement 


das LE 
ge Co 


On dit qu'une substitution est réduite à sa plus simple 
expression quand on a supprimé dans ses deux termes 
toutes les lettres qui y occupaient les mêmes places. 


Des produits de substitutions. 


393. On nomme produit d'une permutation donnée 
par une substitution la permutation nouvelle que l’on ob- 
tient en appliquant la substitution à la permutation 
donnée. Ce produit se représente en écrivant la substitu- 
tion à gauche de la permutation donnée. Considérons, par 
exemple, la substitution 


— A « 
5 a 5 


si on l’applique à la permutation À,, on produira la per- 
mutation À,, et nous écrirons en conséquence 


À, 


sa= | Jar 


À 

On nomme produit de deux substitutions données, la 
substitution nouvelle qui produit le même effet que les 
substitutions données appliquées l’une après l’autre à une 
permutation quelconque. Ce produit se représente en 
écrivant la substitution qui doit être effectuée la première 
à droite de l’autre substitution. Ainsi, le produit de la 


A LEE des" 
! par la substitution Ÿ = ( ) 


substitution S — 
ituti s, A, 


/ 


FAN ERe 
ou (à) WE 


/ 
s’écrira 
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pareillement le produit de la substitution T par la sub - 
stitution S s’écrira 


st) pit 
ST ou . 
bg Es 


Si les deux produits ST et TS sont égaux, les substitu- 
tions S et T sont dites échangeables entre elles. Il est évi- 
dent que deux substitutions qui, réduites à leur plus 
simple expression, n'ont aucune lettre commune, sont 
échangeables entre elles. 

Le produit d’un nombre quelconque de substitutions 
S, T, U, V,... est le résultat que l’on obtient en multi- 
pliant la première substitution par la deuxième, puis le 
produit obtenu par la troisième substitution, et ainsi de 
suite; 1l sera représenté par ... VUS. 

Si les substitutions qu'il s’agit de multiplier entre 
elles sont toutes égales à S, et que leur nombre soit égal 
à y, le produit est dit la puissance v*’** de S ; celle-ci se 


, = y 
représente par ST 


0 
figure dans un produit, elle peut ètre supprimée, et en 
conséquence il est naturel de la regarder comme égale à 
l'unité; ainsi nous écrirons 


RER À À À A 
Lorsqu'une substitution identique, telle que Gt 


En outre, si l’on convient de regarder comme égal à 


l'unité le symbole S% quand y se réduit à zéro, quelle 
que soit la substitution S, il en résultera que la puis- 
sance zéro d’une substitution quelconque désignera une 
substitution identique. 
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Ordre d’une substitution. 


394. Soit S une substitution quelconque, la série des 
puissances de S, en partant de S° ou 1, sera 


AY 
I, S, S? 3 ds: D RATS 


et, comme le nombre total des substitutions est limité, si 
lon prolonge suffisamment la précédente suite, on verra 
nécessairement se reproduire des substitutions déja obte- 
nues. Supposons que l’on ait 


1 


UE 2. 
QUES 
comme Île premier membre de cette égalité est égal à 


y L pliée 
S”.S", on peut écrire 


d’où il suit que la substitution S”, appliquée à une per- 
mutation quelconque, ne produira aucun déplacement 
des lettres; en d’autres termes, cette substitution est 
identique et l'on a 


S” ne 
On conclut de cette égalité, quel que soit l’entier 9, 
(s’)' ou S'— 1 


et, en multipliant par la puissance r*"* des, 


FU + 
ST 2 ge 


Ïl résulte de la que la série des puissances de S est pé- 
riodique, et que la période se compose des substitütions 


D: 


I, S, 5 0073 0e . 
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Si l’on suppose que v soit le plus petit nombre tel que 


y L] 4 LZ 
S — 1, les termes de la suite précédente seront effecti- 


pH y" us {el 


vement distincts; car l'égalité S entraiînerait 


y! . . . . pr + 
S —1, ce quin'a pas lieu puisque v’ est inférieur à v. 


On nomme ordre d'une substitution S, le plus petit 


des exposants y tels que l’on ait S'— 1, En d’autres termes 
l'ordre d’une substitution est le nombre de fois qu’il faut 
appliquer successivement la substitution à une permu- 
tation pour reproduire cette permutation. On voit que 
les seules puissances de S qui se réduisent à l’unité sont 


y 2y 3y 
Si 1 D Me C4 ICE 0 


Nous conviendrons d'étendre l'égalité ST" S" aux 
valeurs négatives de 7; changeons done r en — r, on 
aura 

PA Cr AE QE ‘4 


et cette formule définit ce que nous appelons puissances 
négatives d’une substitution S, le nombre g étant choisi 
de manière que vg—r soit positif. Si, en particulier, on 
pose = 1, 0n pourra prendre g=1, et l’on aura 


y— 1] 


S US 


x À 


Les substitutions S et ST! ont pour produit l'unité ; 
elles sont dites inverses l’une de l’autre. Si l’on a 


: su 

= 2 ; 
ne 

S Era . 

(F4) 


Si une substitution S est d’ordre v, la puissance p*"”° 


on aura évidemment 


Ÿ Fe 
de S sera de l’ordre + 8 désignant le plus grand commun 
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diviseur des nombres w et y. En effet, pour que l’on ait 
(S*)"= +1 ou S— 7, il faut que px soit divisible par v, 


Ÿ Le] . ?’ C] r’ e 
ou x par ;; d’ailleurs, cette égalité a lieu en prenant 
y : y ; ; pe 
LES Donc le quotient o représente l’ordre de S”. 


On voit en particulier que si x est premier à v, S” sera 
de l’ordre v. Dans ce cas, si l’on pose 


S— re 
la substitution S fera partie de la suite des puissances 
de T. En effet, si l’on élève à la puissance x l'égalité pré- 
cédente, on aura 


1 ler à DX — ; x 

ST" ou S 7—T” 
y désignant un entier quelconque. Mais » et x étant pre- 
miers entre eux, on peut faire en sorte que les entiers x 
et y satisfassent à l’équation x — vy = 1, et l’on aura 


alors 
Sel 


Des substitutions circulaires. 


395. Soit 


. 
+ MAS = Gb nl 
l’une des permutations des 7: lettres a, b, c©,.. À l; si 
l’on efface la lettre & qui occupe la première place, et 
qu'on l’écrive à droite de la dernière lettre /, on formera 
la nouvelle permutation 


ARE Der IA; 


et la substitution par laquelle on passe de la permutation 
À, à la permutation A, sera 


À ing. ds {bc...4la 
Le ts en 23h 


Lie 15 
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Pour effectuer cette substitution, il suffit évidemment 
de diviser la circonférence d’un cercle en 7 parties égales, 
d'écrire aux points de division successifs les lettres de la 
permutation À, et de remplacer chaque lettre par celle 
qui vient prendre sa place quand on fait tourner le cercle 
autour de son centre, dans un sens convenable, d’un 
angle égal à la 2°” partie de quatre angles droiïis. C’est 
pour cette raison que la substitution dont nous nous oc- 
cupons est dite circulaire. 

Il est évident que l’ordre d’une substitution circulaire 
est égal au nombre n des lettres qu'elle déplace. En 
effet, chaque fois que le cercle dont il vient d’être ques- 
tion tourne d’une quantité angulaire égale à la ni"e 
partie de quatre angles droits, la substitution s'effectue 
une fois. Or, pour ramener les choses à ce qu’elles étaient 
à l’origine, il faut que le cercle tourne, toujours dans le 
même sens, de # fois la n°”*° partie de quatre angles 
droits, et à ce moment la substitution a été effectuée n fois ; 
donc l’ordre de la substitution est égal à 7. 

On représente habituellement une substitution circu- 
laire en écrivant entre parenthèses l’une quelconque des 
permutations dont les lettres rangées en cercle sont telle- 
ment disposées que chacune d’elles remplace la précé- 
dente par l'effet de la substitution. Ainsi l’on a 


bc... «kla e ? 
ce un (a; b, Cycss k, le: cet à À, l RH) mé 


Décomposition d’une substitution quelconque en cycles. 


396. Tuéorëme I. — Toute substitution, si elle n’est 
pas circulaire, est le produit de plusieurs substitutions 
circulaires effectuées sur des lettres différentes. 


En effet, soit S une substitution quelconque; exécu- 
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tons cette substitution. Soit & l’une des lettres qu’elle dé- 
place et qu'elle remplace par une autre lettre D; b elle- 
même se trouvera remplacée par une troisième lettre ce, 
et en continuant de cette manière, on tombera nécessai- 
rement sur une lettre f qui se trouvera remplacée par a. 
Or il est évident que les lettres que l’on a ainsi rencon- 
trées ont subi la substitution circulaire (a, b,c,..., f'). 
En prenant une des lettres restantes, et opérant de la 
même manière, on formera un nouveau groupe de lettres 
qui auront subi une substitution circulaire, et l’on pourra 
continuer ainsi jusqu à ce qu'on ait épuisé toutes les lettres 
que déplace la substitution S. 

Si l’on désigne par C,, C1, C»,... les diverses substi- 
tutions circulaires que nous venons d'obtenir, on aura 


SE CEE URSS 


formule qui exprime la valeur de S décomposée en fac- 

teurs circulaires. Ces facteurs sont dits les cycles de la 

substitution $. Les cycles qui ne contiennent que deux 

lettres prennent le nom de transpositions (n° 235). 
Considérons par exemple la substitution 


_ fhkdfbjageci\. 
ee 


en opérant comme nous l’avons indiqué, on trouvera 
SA, +, )0, fine), d, 7, 5), 


Lorsqu'une substitution S ne déplace pas quelques-unes 
des lettres du système que l’on considère, ces lettres ne 
figurent pas dans la valeur de S réduite à sa plus simple 
expression, ni dans les facteurs circulaires dont S est le 
produit. Si cependant on veut mettre ces lettres en évi- 
dence, on le pourra «en introduisant dans $S des cycles 


formés chacun avec une seule des lettres dont il s’agit, «æt 


19 
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qui représentent évidemment des substitutions identi- 
ques; ainsi, dans Île cas d’un système de six lettres 
a,b,c,d,e, f, la substitution 


se (EE 
nier Ma 


pourra s’écrire 


S 3 (a, d)(b, c(e)( 7). 

397. TaéorëMme Il. — L'ordre d’une substitution quel- 
conque est égal au plus petit multiple commun des nom- 
bres qui expriment les ordres des cycles de la substi- 
tutior. j 

Soit 

S =Z- EE C, Ce . 
la substitution S décomposée en cycles. Si y désigne 
l’ordre de S, on aura 
S— 1 
ou 


L = 
LA 
LA 


Ie 
2 : 
i 


C 
car il est évidemment permis d’intervertir l’ordre des fac- 


. Q y »  » , 7» 
teurs circulaires de S. Pour que la précédente égalité 


subsiste, il faut et il sufht que l’on ait 


ds 1, CET, eo eg pd vin 
or, si æ désigne l’ordre du cycle C,, les seules puis- 
sances de GC, qui se réduiront à 1 ont pour exposants 
Los 220 820,..., donc y est un multiple de &,. On voit de 

A es 2,9 LU # Ÿ : L e. e e e 

même que l'égalité S — 1 exige que » soit divisible par 
les ordres @i,a,,... des cycles Ci, CG, Cssssnomet 
comme cette condition est d’ailleurs suffisante, l’ordre 


de S est précisément égal au plus petit multiple commun 
des nombres &,a@i,@,.... 
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398. Une substitution est dite régulière, lorsqu'elle est 
circulaire ou composée de facteurs circulaires d’un même 
ordre. Toute substitution qui n’est pas dans ce cas est 
dite irrégulière. 


Taéorkme II. — La puissance He d’une substitution 
circulaire S d'ordre » est elle-méme circulaire si u est 
premier à v. Mais si les nombres Lu et y ontun plus grand 


EM da . 2 : 
commun diviseur 8 supérieur à x, S° sera une substitu- 


. tr . , Vv 
tion régulière composée de 0 cycles d'ordre is 


En effet, disposons, comme nous l'avons déjà fait plus 
haut, les » lettres de la substitution circulaire S aux 
points de division d’une circonférence partagée en y par- 


ties égales. La substitution S° aura pour effet de rem- 
placer chaque lettre par celle qui en est éloignée d’une 
quantité égale à p fois la v°”* partie de la circonférence. 
Si donc, partant de l’un quelconque des points de divi- 
sion et marchant dans le même sens jusqu'à ce qu'on soit 
revenu au point de départ, on considère les points de 
division de u en x, les lettres placées à ces différents 


. . à 172 . = : 
points devrontsubir par l’effet de S' une substitution cir- 


culaire. Or le nombre x de ces lettres doit être tel, que le 


re it le plus petit multiple possibl 
5 par x SOIL e plus peut mu UP € possibIe 


de 27, ou, en d’autres termes, tel que x soit le plus petit 


produit de p- 





des nombres divisibles par v; si donc 0 désigne ie plus 


L L1 s) 
grand commun diviseur des nombres 1 et y, on aura x — dé 


, 2 M \ . . 4 
Il résulte évidemment de là que la substitution S' est le 
produit de 9 substitutions circulaires renfermant cha- 


Ÿ . L1 
cune ; lettres. Si p et y sont premiers entre eux, On à 


8 — x et la substitution S° est cireulaire. 
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Exeweze. — Considérons la substitution circulaire du 


sixième ordre 
Sir ect es fe 


les puissances de cette substitution seront 


S - 


[| 


n (@ D CRU) 
(a, c;e)(b, d, f), 
See e)(c f), 
T 
is 


Le 
Î 


ae; CI (OPEN 
Æi fs es PEN ON) 


399. Taéorëme IV. — Réciproquement, toute substi- 
tution régulière est une puissance d’une substitution cir- 
culaire. 


En effet, soit la substitution régulière 


Se (ai dbris ose) nb RCE Lo) (ag V5; ++.» So)» 


La Ÿ ° La ° L 
composée de 0 cycles d'ordre Ft il est évident que si l’on 
fait 
C—{(a,a,...,a,, b;, JC; bye. Bis Jar.» So) 


on aura 
S — C?. 


Décomposition d’une substitution donnée en facteurs 
primilifs. 


400. Les propriétés qu’il nous reste à établir dans ce 
Chapitre sont dues pour la plupart à Cauchy, qui les a 
fait connaître dans le tome III de ses £xercices d'Ana- 
lyse et de Physique mathématique. 

Soit S l’une quelconque des substitutions que l’on 
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peut former avec z2 lettres. Décomposons l’ordre » de S 
en facteurs premiers, de manière que l’on ait 


de AO PE 


a, 6, y,... représentant des puissances de nombres pre- 
miers inégaux. Désignons par v”’ le quotient de y par «, 
c'est-à-dire le produit 6y..., et par p un entier quel- 
conque positif ou négatif. Les nombres x et v’ étant pre- 
miers entre eux, On pourra trouver deux entiers positifs 
ou négatifs x et uw’ tels, que l’on ait 


TRES Mar ap” ou % = 


TL 
V (4 


Le 
ve 


Ÿ 


pareïllement, si l’on désigne par v”le quotient de y’ par 6, 
on pourra trouver deux entiers y et 4” tels, que 


35 ESTELONN d 3 
um —1"y +6p” ou GAME EPP 
on aura par suite 
1/ 
x y 
NES A A Le, 
y 02 6 y 


et il est évident que, si le nombre »” est égal à 1,on 
pourra faire p" — 0, En continuant ainsi on mettra la 


fraction À sous la forme 
Y 


Gé Z 
Ê ne HSE LE dut 
y (2 0 7 


X, Vs Z,+.. étant des entiers. L'égalité précédente a lieu, 
quel que soit u; et en faisant p = 1, On aura 


, Ÿ % 
I me #4 —— PS Là + Æ Z + S see 
x 6 " 
D’après cela, la substitution donnée S pourra s’écrire 


: ; ; ; 
De JE -Fcti. DL re — 2 
See S / ASS 18/ sites 
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et si l’on fait, pour abréger, 


y y y 


SP, S6—Q, S’—R,..., 


on aura 
SPORE TPS 


La substitution S étant d'ordre », on voit que P est de 
l’ordre «, Q de l’ordre 6, R de l’ordre y, et ainsi de suite. 
D'ailleurs x, y, z,... sont premiers respectivement à 
a, 6, y,...3; donc P*, Q7, R*,... sont respectivement des 
ordres @,16,574. 4 

La formule précédente donne ainsi la valeur de S dé- 
composée en facteurs qui ont respectivement pour ordres 
les puissances de nombres premiers dont l’ordre de S est 
le produit, et il est évident qu’on peut écrire ces facteurs 
dans un ordre quelconque, puisqu'ils sont tous des puis- 
sances de la substitution S. 

Une substitution est dite primitive, lorsqu'elle a pour 
ordre un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Si une substitution primitive est de l’ordre 


&æ = p?, p étant un nombre premier, l’ordre de l’un quel- 
conque de ses cycles qui est un diviseur de p° ne peut 


être que l’un des nombres 1, p,p°,..., p =". On voit 
par ce qui précède que toute substitution est décompo- 
sable en un produit de substitutions primitives échan- 
geables entre elles. 


Exempze. — Considérons la substitution circulaire de 


six lettres 
Net A0 b, cl. .6, #72 


l'ordre de S est ici égal à 2 <<3. On a 
S — 5.8? — 5.5; 


en sorte que S° et S* sont les substitutions primitives 
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dont S est le produit. On a 
D (a, d)(b, e)(c, #) 
pr (4, 6 c)(0,/Pd): 


Des substitutions semblables. 


401. Deux substitutions sont dites semblables entre 
elles, quand elles offrent le même nombre de facteurs cir- 
culaires et le même nombre de lettres dans les cycles cor- 
respondants. : 

Il résulte de là que deux substitutions circulaires de 
même ordre sont semblables ; pareillement, deux substitu- 
tions régulières de même ordre sont semblables lors- 
qu’elles offrent le même nombre de facteurs circulaires. 


Taéorëme. — S:S et S' désignent deux substitutions 
semblables, il existe une substitution P telle, que 


SP PS "où, S'= PSP" 


et réciproquement, s'il existe une substitution P telle, 
que la précédente égalité ait lieu, les substitutions S 
et S' sont semblables. 


Soit 


AM 


À et B désignant deux des permutations des n lettres a, 
be 1. supposons quad bi, 6,.-.,k.1 repre- 
sentent ces mêmes lettres écrites dans un autre ordre 
quelconque, et soient A’ et B’ ce que deviennent A et B 
quand on y accentue les lettres. Il est clair que toute sub- 
suütution S’ semblable à S pourra être représentée par 


PER 1: 
s-(s} 


Si, en outre, on désigne par P la substitution dont 
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l'effet est l’accentuation des lettres, on aura évidemment 


PU) (dater (er 


Il résulte de là que 
ET B'\ B A, ï 
esp (5) (4) (ae): 


sit À NE : . 
la substitution , } doit être effectuée la première; elle 


A 
remplace les lettres de A’ par celles de À, puis la deuxième 
substitution remplace A par B et la troisième B par B’; 


on a donc 
B’ 


PSP-! — “ 


) outS ir PSE 


et, en multipliant à droite, de part et d’autre par P, 
SIREETPS 


Réciproquement, si la précédente égalité a lieu, la sub- 
sutution S’ est semblable à S. En effet, la substitution S 


4 ii ? L4 B e . 
etant toujours représentée par (a) et la substitution P 


A’ B’ : 
par ) ou Fe }» on a, par hypothèse, 


Fa 


S'=S PSP 


s= (5) (9 (= (6) 


d’où il suit que S’ est semblable à S. 


ou 


ConrozLaire I.— La substitution PSP", semblable àS, 
s'obtient en exécutant la substitution P dans les cycles 


de S. 


En effet, il est évident que cette opération équivaut à 
l’accentuation des lettres, dont nous avons fait usage dans 
la démonstration qui précède, 


SECTION IV. — CHAPITRE I. 239 
CorozLatre IT. — Les produits ST et TS, que l’on 
obtient en multipliant entre elles deux substitutions quel- 
conqgues S et T, sont des substitutions semblables. 
En effet, soit 
SD D HNTSE 210: 
si l’on multiplie à droite par T* la première de ces 
égalités, il vient 
S'=—= PIRE 
et, en substituant dans la deuxième égalité, il vient 
Q — TPT—, 
d’où il suit que les substitutions P et Q sont semblables. 


ExEMPLE. — Supposons que le nombre des lettres étant 
six, On fasse 


PR D Cr Lhlal iu, die) (de, 7), 


on aura les deux substitutions semblables du cinquième 
ordre 


ST— (a, c, b, d, f)(e), TS—(a,c, e, d, b)(f). 


Du nombre des substitutions semblables à une 
substitution donnée. 


402. Le nombre des lettres que l’on considère étant 
représenté par 7, soit S une substitution contenant m, 
cycles de l’ordre n,, m, cycles de l’ordre 7:,.., enfin 

/ ? n . 
m,, cycles de l’ordre n, ; on aura 


RIM Pa + Mas te + MR, 5 


chacun des nombres 71,, 72:,..., n, pouvant se réduire 
à l'unité. 

Nous commencerons par chercher le nombre des formes 
distinctes que l’on peut attribuer à la substitution $, 
décomposée en cycles, sans déplacer les parenthèses qui 
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renferment chaque cycle et sans altérer, en conséquence, 
le nombre des lettres contenues dans un facteur circulaire 
de rang déterminé. Il est clair que les seuls changements 
que l’on pourra faire ainsi sans altérer S consisteront à 
échanger entre eux les facteurs circulaires d’un même 
ordre, ou à faire passer successivement à la première place, 
dans chaque facteur circulaire, une quelconque des lettres 
contenues dans ce facteur. On voit, d’après cela, que le 
nombre M des formes diverses que l’on peut attribuer 
à S est 


DE nm 


M=(1.2...m)(1.2...m:)...(1.2..,m,)n tn free. 


Soit maintenant 9 le nombre des substitutions dis- 
ünctes S, S’, S”,... semblables à S. Si l’on écrit succes- 
sivement chacune de ces substitutions sous les M formes 
distinctes qu’on peut fui attribuer sans déplacer les pa- 
renthèses, puis qu'on supprime ces parenthèses, on for- 
mera MX permutations. Mais il est évident que, par ce 
procédé, aucune permutation des n» lettres n'a été omise, 
et l’on a, en conséquence, 


MI0 =" 142179. , TEEN, 
d’où 


N 
Tivrt us 
: M 


Des substitutions échangeables entre elles. 


403. Deux substitutions qui se réduisent à des puis- 
sances d’une même substituuon sont échangeables entre 
elles; la même chose a lieu évidemment pour deux sub- 
stitutions qui n’ont aucune lettre commune. Mais il im- 
porte de connaître la condition générale à laquelle doivent 
satisfaire deux substitutions échangeables; c’est ce dont 
nous allons nous occuper 
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Soient S et T deux substitutions que nous supposons 
échangeables entre elles; on aura 


STATS Nour S STST EE 


Nous avons vu que la substitution TST-' se déduit de 
la substitution S en exécutant dans les cycles de celle-ci 
la substitution T'; donc, pour que les substitutions S et T 
soient échangeables entre elles, il faut et il suffit que la 
substitution S reste la même quand on exécute sur les 
lettres de ses cycles la substitution T. En conséquence, la 
substitution T ne peut produire sur S que des échanges 
entre des cycles d’un même ordre, et, dans un même 
cycle, le simple déplacement qui permet d'amener une 
lettre quelconque à la première place, sans altérer l’ordre 
circulaire des lettres du cycle. Chacun de ces échanges 
dont nous venons de parler, entre des cycles d’un même 
ordre, équivaut, s’il n’est pas circulaire, à plusieurs 
échanges circulaires effectués simultanément sur des 
cycles” difiérents}-1Soïent #{(C5), (Ci), 220, (GE; des 
cycles de même ordre qui doivent être ainsi échangés 
circulairement. .La substitution T peut avoir, en outre, 
pour effet, comme nous venons de le dire, le déplace- 
ment qui permet d'amener une lettre quelconque à la 
première place dans chacun de ces cycles; mais l’arran- 
gement C; par lequel se forme le cycle (C;) ayant été 
choisi à volonté, on peut toujours prendre, pour former 
le cycle (C;), larrangement C,; que la substitution T doit 
mettre à la place de C;; pareillement, pour former les 
cycles suivants (C:),..., (C3: on peut choisir les 


arrangements C:,..., C,_,qui se substituent respec- 

uvement à C,, G,..., C,_,. Quant au dernier arran- 
7 

gement Gi il ne sera pas en général remplacé par C,, 

mais par un autre arrangement C, tel, que les cycles (C) 

et (C; ) soient identiques. 
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Il résulte de là que si l’on pose 


GG: "LAINE 
P= (CS (CG). (Gear LOU : : 
(Eu) G Gr RC ae 
et que l’on désigne par P’et Q’, P” et Q”,..., des sub- 
sütutions analogues à P et Q, mais relatives à des lettres 
différentes, on aura nécessairement 


S=ABPhPtnp, Améeidoqne 
Pet Q, P'et Q, P” et Q”,... étant des couples de sub- 


stitutions échangeables entre elles, dont le nombre peut 
se réduire à l’unité. 

404. Nous sommes ainsi ramenés à étudier les deux 
substitutions P et Q; la première est une substitution 
régulière, et on va voir que la deuxième l’est aussi. 

Soit z l’ordre des cycles de P; pour plus de clarté, nous 
représenterons les lettres qui figurent dans un même 
cycle par un mème caractère affecté des indices o, 1, 
2,..:, (2 —1); posons donc 


GE ri «; A Ayse A; 
C, HT b b, b, DS . RE: PERF 
cr ee" © CT ee 10: 00 . 2 ? 


p.28 = Cp Ci Cr Ce. Ci 


CR EE RER 


et convenons, en outre, que l’un des caractères a, b,..., 
e, f affecté de l'indice ig + « désignera la même lettre 
que si l'indice était réduit au reste « de la division de ig+x 
par z. D’après cette convention, nous pouvons poser 


! 
C,—a,a,., PR LT CT 


lorsque le nombre p est zéro, on a C' = C, et alors si l’on 


pose 
(GE) = (az, be, Le ogg ex fe) 
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on aura évidemment 
SAONE) PLAN 


Mais supposons que p ne soit pas nul. Comme dans le 
cas que nous venons d'examiner, la substitution Q rem- 
placera chacuné des # — 1 premières lettres de l’arrange- 


ment 
iGe + “Le Led Le 
AE b ë Ce Je 


par celle qui la suit; quant à la dernière lettre f,, elle 


sera remplacée par a , et chacune des 1 — 1 premières 


Ê+p 
lettres de l'arrangement 


GES as e 


éta0.: $ 4e A° AAC? 
sera remplacée par la suivante, tandis que la lettre nes 


le sera par a , et ainsi de suite. Le cercle se fermera 


Ë+2p 

nécessairement, mais cela ne pourra arriver que quand 
Ld ,. . 

on aura rencontré la lettre ATOS dont l’indice est 

tel que Àp soit divisible par z. On voit, d’après cela, que 

l’on obtiendra un cycle de Q en écrivant à la suite les 

uns des autres les À arrangements 


et si l’on désigne ce cycle par G;, on aura, évidemment, 


Q—(G:)(G:)(G:)-- (6, ;) 


Le nombre ; des lettres de chaque cycle G est 

JU 
et comme le nombre de ces cycles est p, le nombre total 
1 des lettres sera égal à Àup; on a donc 


ES 
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De ce qui précède on peut conclure une règle très- 
simple pour obtenir les expressions des deux substitu- 
tions échangeables P et Q. Formons le tableau 


dès A arte DEL ph? 


E+17° °°) ÉPFart 


Égs CE 1 VON CE + p—i? 


Ja) fe 8-18 DERs Up 


composé de y lignes horizontales et de p colonnes ver- 
ticales; désignons par 
L 


be; Vox CANCER | ÛE JE 


les arrangements formés par les lignes horizontales, et 


par 


DOS STOMOME MALE NOTE 


les arrangements formés par les lignes verticales, on aura 
les expressions suivantes des cycles de P et de Q : 





(HE PA PAT POESIE 
C: = Vbo ww, LLPE : + Vor ER 1) p°? 
0. + © ee Sete se s'atersie 
GR Co a Cap (= 107? 
LE so 
aber LTD uen 
et 
GE IG IC OI: LEES ee 
+ DHUNPT TER POLE 
— it ; e 
G, Ï QT Er AG gere Lee es 
SL CH OT CA OÙ A COOP NC LOL PET TE © eje) ele 1e sis (te 9 
CRE QU, DEEE UN 
en SH € 
pi =, NL, 


Sip=i,onal=1et;— uw; ce cas de p —1 équivaut 
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A 


à celui de p — o que nous avons examiné à part; il est, 
comme on le voit, compris dans le cas général. 
On tire des formules précédentes : 


(Co)? — (@; CEE a; _1)p) (ai, ES ELLES AG 1)p+1) 2° 
se (a _;s CEPEEN ETLLE Toi) 

RCE (D b s , BG 1)p) (br, bois br) p+i)e . 
NO Lors CARRE U LIVRE 


(GE Do Pres fond (Po fonc Jo pop. 
HU leo /a0 amy): 


G 
 e 
Il 
= 
: 


NL He 19 LE EpS, (D, Dose. be, 
X (Jos Jose Grp) 


(Gi) (a, MALI V7 A()_1)p +1) SU le ls ass Mo ete se à 


X (S3 otre: 1Q—ne+1) 


(Gr) — (a; Ang—3 3°") CEPRETDE MUR tie Motte Al CEE 


p.« Po 15 Papas bts 


d’où l’on conclut par la multiplication 


[(G)(G)-..(6, 1) LIG)(Gi).:.60 1) 7", 


c’est-à-dire 
PPESQOE, 

et ces deux puissances égales de P et de Q seront distinctes 
de l'unité, à moins que l’on n’aitÀ == 1; car les ordres 
des substitutions P et Q sont respectivement Àp et Àu. 
Lorsque À = r, les substitutions P et Q ne peuvent avoir 
de puissance commune autre que l'unité, car un cycledeQ 
et un cycle de P n’ont qu'une seule lettre commune. 


405. L'analyse précédente, qui nous donne la compo- 
13e 16 
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sition de deux substitutions échangeables S et T, doit 
nous présenter les deux cas dont nous avons fait mention 
au n° 403, savoir: le cas où les substitutions S et T ne 
déplacent pas les mêmes lettres, et celui où S et T sont 
des puissances d’une même substitution. Le premier de 
ces deux cas se présente quand l’une des deux substi- 
tutions «Pet ©; Phet"Q" Per"; etc. setrédirta 
l'unité. Or, pour qu’il en soit ainsi à l'égard de P et Q, 
il faut et il sufht évidemment que l’un des nombres zet 
soit égal à l’unité. Quant au deuxième cas, il est facile 
d'établir cette proposition : 


Pour que les substitutions P et Q soient des puissances 
d’une même substitution, 1l faut et il suffit que les nom- 
bres p et P n'aient aucun diviseur commun autre que 
l'unité. 


Supposons que l’on ait 
() P—R“, Q=—RÉ 


la substitution R sera circulaire, car les lettres a, 


Guirec) Ag, doivent figurer dans un même cycle 
de R, puisqu'elles constituent un cycle de R?ou P; 


pareïllement, les lettres 4,, b,,..., e,, f, figurent dans 


un même cycle de R° ou Q, donc elles appartiennent, 
dans la substitution R, au même cycle que les lettres précé- 
dentes. Ce cycle renferme donc toutes les Aup lettres; en 
conséquence, la substitution R est circulaire et d’or- 


dre up. D'ailleurs R° est de l’ordre Ap et R° de l’or- 
dre Àu; par suite « et 6 sont respectivement divisibles 
par . et p (n° 394). Si donc u et p ont un diviseur com 
mun 0 supérieur à 1, & et 6 admettront ce diviseur, et si 


l'on pose 
EE Vu T6 E=00 
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puis 
LE R°, 
on aura 
D R'#, Q — RE, 


ce qui est impossible, puisque la substitution R’ n’est 
pas circulaire. Les équations (1) exigent donc que pet p 
soient premiers entre eux. Alors, si l’on détermine deux 
entiers £ et u tels que 

pi—puü—t, 
et que l’on fasse 

R — QP-, 
on aura 

AO RTS 


406. Pour donner un exemple de la théorie précé- 
dente, supposons 


VE (@, dis A, 3) (Dos b;, b:, b,) (Cu Cis C2s C3)» 


Q — (&s, b,, Cos A2) b, C2) (a, bi; Cis MER D, Ca); 


icilonaÀ—=2,u—3, p=— 2; les nombres pet p étant 
premiers entre eux, Pet Q sont puissances d’une même 
substitution. Effectivement, si l’on pose 


Dé (&, C3 b,, di; Co» b, dry Ci b;, As C3 b:), 


on aura 
—R, Q—R: 


Au contraire, si l’on fait 


PE= (&, Œiy rs Asy À, as) (Ds, b,, b,,b:, b,, bs), 
Q=— (@os Do) (ai, bi) (a, b2) (as, Ds) (ass Di) (as, bs), 


on aura deux substitutions échangeables, mais ces deux 
substitutions ne seront pas des puissances d’une troisième, 
parce que les nombres u == 2 et p — 6 admettent le fac- 
teur commun 2. 


16. 
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Les substitutions 


S—(a,b}(e, d)(e, f), 
de NN à 


sont échangeables entre elles ; dans ce cas, on a 


Dir PA Ls00), 
en posant : 
PÉRNES io: d), P’ EU LES AR 


\ “ 


Q—(a;c)(b,d), Q—(e)(f). 


407. Supposons maintenant que l’on demande le 
nombre des substitutions échangeables avec une subsu- 
tution donnée S. Soit T une telle substitution, on aura 


Fe eseg SN SN 


et nous avons vu que la substitution TST-' s'obtient, 
quel que soit 'T, en exécutant la substitution T dans les 
cycles de S; donc il y a autant de substitutions T sa- 
tisfaisant à l'équation précédente, qu’il y a de manières 
différentes d'exprimer S sans déplacer les parenthèses 
qui entourent les cycles, c’est-à-dire sans altérer le 
nombre des lettres contenues dans chaque cycle. Ce 
nombre est précisément celui qui a été représenté par M 
au n° 402, et qui a pour valeur 


/ - y m 
M (1,2: 232 Ne ntale à ee ni nl 
CL AN 6) ! 2 D 


m; désigne le nombre des cycles d'ordre 7; dans la substi- 
tution S, et z étant le nombre total des lettres, on a 


H— Mi + Ml... + LLC (PR. 
408. Nous terminerons l'étude des substitutions échan- 


geables entre elles, en démontrant deux propositions im- 
portantes qui nous seront utiles dans la suite. 


Taéorkme I. — ST, UÙ, V,..., W sont des substi- 
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tutions échangeables avec une substitution donnée $, 
le produit TÜ..., obtenu en multipliant entre elles plu- 
sieurs des substitutions TV, U,..., sera également une 
substitution échangeable avec S. 


En eflet, on a, par hypothèse, 
TS TS La UE SUS-1, 
et, en multipliant, 
TU — STS—' SUS-"' ; 


les deux facteurs consécutifs S et S! peuvent être rem- 
placés par leur produit 1 dans le second membre; on à 


donc 
LE SOUSSE, MOrPORTS 2e SAUTER STE 


ce qui montre que la substitution TU est échangeable 
avec S. On en conclut immédiatement que toutes les 
substitutions de la forme TUV... sont pareillement 
échangeables avec S. 


409. Tuéorkme Il. — Si m désigne un nombre pre- 
mier avec l’ordre d’une substitution donnée S, il existe 
des substitutions qui satisfont à l’égalite 


(1) Sn — IST, 


et leur nombre est précisément égal au nombre des 
substitutiors qui sont échangeables avec S. 


Remarquons d’abord que l'égalité S" = TST-' ne peut 
avoir lieu que si m est premier avec l’ordre deS, car les 
substitutions TST-! et S sont semblables, et, en consé- 
quence, du même ordre ; d’ailleurs S et S” ne peuvent 
être du même ordre que si m2 est premier avec l’ordre 
de S. | 

Cela posé, soient (C) l’un quelconque des cycles de S 
et ([°)} — (C)" la puissance m°"° de ce cycle; il est évi- 
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dent que l'égalité (1) sera satisfaite si l’on prend 


à 
je CE 


JA » « ,» . . . 
(a désignant, pour abréger, la substitution qui rem- 


place tous les arrangements C par les correspondants l; 
en effet, la substitution OS 97! s'obtient en remplaçant 
les arrangements C contenus dans les cycles de S par les 
correspondants ['; on a donc 
S" — @$8-!, 
après cela, l'égalité (1) peut s’écrire 
D'après cela, l’égalit peut s’ 
(2) TST-' — eS0-!, 
et si l’on mulüplie à gauche par 9-! et à droite par O, 
elle prend la forme 
(3) OTUISTO —S; 
enfin, si l’on pose 
QU; d'où WT Ut Ten, 
l'égalité (3) se réduit à 
USU-' —S$, 
d’où il suit que Ü est une substitution échangeable avec S. 
Il résulte de là qu’on obtiendra toutes les solutions de 
l'équation (1), en, multipliant par l’une d’elles © toutes 


les substitutions échangeables avec S; le nombre de 
celles-ci est donc égal au nombre des substitutions T. 


Exempze. — Pour donner un exemple de ce théorème, 
reprenons les deux substitutions 
P = (os Œis A5 as) (Bss D, Das ba) (Co Cis Cos Ca 
Q= (&, bc) AT PUS C2)(&i b,, Cis Ass bs, C3) 


que nous avons déjà considérées et qui sont des puissances 
d’une même substitution. Si l’on veut déduire de Q une 
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substitution Q’ telle, que 

PROPOS 
il sufhira de multiplier Q par la substitution dont les 
deux termes sont respectivement les arrangements qui 


constituent P° et P; on voit de suite que cette substitu- 


tion est 
@:== (ai, a;) (b,, b;) (ci, cs) 
et l’on a 


= OQ Eee (ao, Dos Coy ds D C2) (a;, Uhr C1) (as, bé, C3). 


Réduction d’une substitution quelconque & un produit 
de transpositions. 


410. Toute substitution est équivalente à plusieurs 
iranspositions. En effet, comme nous l’avons déjà dit 
au n° 239, si, par l'effet de la substitution S, la 
lettre a doit prendre la place qui est occupée actuellement 
par b, il est évident que la substitution S équivaut à la 
transposition (a, b), jointe à une substitution S’ qui ne 
déplace que les lettres b...; en d’autres termes, on a 


S—S'X (a, b); 


on peut raisonner sur S/ comme on vient de le faire 
sur S, et, en continuant de la même manière, on décom- 
posera S en un produit de transpositions. 

On peut réaliser une substitution $ de plusieurs ma- 
nières différentes, par le moyen de transpositions succes- 
sives ; mais quelle que soit la marche que l’on aura suivie, 
le nombre des transpositions employées sera toujours le 
même à un multiple de 2 près. Cela va résulter du théo- 


rème suivant : 
Taéorkme. — Si & désigne le nombre des cycles 


d’une substitution S, relative à n lettres, le produit "TS 
ou ST, obtenu en multipliant entre elles la substitution S 


? SI , 
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et la transposition T\, sera une substitution dans laquelle 
le nombre des cycles sera 5 H1, savoir : G +1 si les 
lettres de T appartiennent à des cycles différents des, 
et o— 1 dans le cas contraire. 


Soit 
AM (a b;) , 


et supposons que les lettres &,, b, appartiennent à deux 
cycles différents de S, savoir : 
CPAS ai; di]: CRD), BRIE b;). 
Si l’on exécute la substitution S sur l’arrangement 
apais ds pa bi lbs 0; nb; 
on obtiendra le nouvel arrangement 
A» dl. . a; da; b; D .. b; by 


et si l’on applique à celui-ci la transposition T, on 
obüuent 
da 0 TD, ÉCRAN ANT ES 
en comparant cet arrangement à celui d’où l'on est parti, 
on trouve ; 
TOC (ais de, LS GPND EE DAS 
la substitution TS renferme donc un cycle de moins que 
la substitution S, et la même chose peut se dire de ST 
qui est semblable à TS. 
Supposons maintenant que les lettres à,, D, fassent 
partie d’un même cycle C de S, et soit 
C Æ. 3 (ai, UE .. ER b,, Di ..) b;). 
Si l’on applique la substitution S à larrangement 
4 (4 ENTRE Ai dj b, b;. . b;_ b; 


on obtient 
A2 d;. .. Ai b, b: DE . bja, 


et, en faisant la transposition Ÿ,, il vient 


A A: . di Ai b, DS: . b, b,, 


SECTION IV, — CHAPITRE I. 249 
d’où il suit que l’on a 
MONTE Pr 0 (01 Die Dr) 
donc la substitution TS renferme un cycle de plus que la 


substitution S, et la même chose a lieu, en conséquence, 
à l'égard de la substitution ST. 


Remarque. — Il est évident qu'il faut tenir compte, 
pour l'exactitude du théorème, des cycles qui se réduisent 
à une seule lettre. 


Corozaire. — Si o désigne le nombre des cycles 
d’une substitution S formée avec n lettres, et que cette 
substitution puisse étre obtenue en multipliant entre elles 
et dans un certain ordre y transpositions égales ou iné- 
gales, on aura À 

= (2 — s)+2#, 
k étant un nombre entier. 


En effet, la première transposition peut être regardée 
comme une substitution formée de n —1 cycles, l’un 
du deuxième ordre et les 2 — 2 autres du premier ordre; 
donc, en Îa multipliant par la deuxième transposition, on 
obtiendra une substitution qui sera formée de 7 —1 +1 
cycles; ce premier produit muluplié par la troisième 
transposition donnera un nouveau produit dans lequel 
le nombre des cycles sera n—1+121, et ainsi de 
suite, en sorte qu'après avoir exécuté la multiplication 
des y transpositions, on se verra conduit à l'égalité 

es RES MERS SN CEA 
dans laquelle le nombre des unités positives ou négatives 
ajoutées à z sera égal à v. Or, si l’on donne le signe — à 
l’une des unités qui doit avoir le signe +, on diminue 
de 2 unités le second membre de notre égalité. Il s’ensuit 
donc que l'on a 


s—H—)+24 où v—=(n—c)+2#, 
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et, en conséquence, le nombre des transpositions succes- 
sives par lesquelles on peut effectuer une substitution 
donnée S est toujours de même parité, quelle que soit la 
marche que l’on suive pour former les transpositions. 


AL. On peut, d’après cela, distinguer en deux genres 
les N— 1.2... 72 substitutions formées avec 7» lettres. Le 
premier genre comprendra les substitutions qui équi- 
valent à un nombre pair de transpositions, tandis que 
celles qui équivalent à un nombre impair de transposi- 
tions constitueront le second genre. 


Soient 
}, S:» S2» Dj ce 


les substitutions du premier genre, parmi lesquelles figure 
l'unité, et 

Le T4, Le, 14, . + 
celles du deuxième genre. Il est évident que ces deux 
suites se changeront l’une dans l’autre, si on les multiplie 


sé Ô 3 N 
par une transposition (a, b); par conséquent, il y a sa 


substitutions de l’un et de l’antre genre. 
On peut aussi énoncer les résultats suivants : 


Une substitution circulaire est du premier ou du 
deuxième genre, suivant que son ordre ou le nombre de 
ses lettres est impair ou pair. 

Le produit de plusieurs substitutions est du premier ou 
du deuxième genre, suivant que le nombre des facteurs 
du deuxième genre est pair ou impair. 

Les puissances paires d’une substitution quelconque 
appartiennent au premier genre. 
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CHAPTTRE IT. 


PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES DE SUBSTITUTIONS 
CONJUGUÉES. 


Des systèmes cCOnjugues. 


49. Étant données plusieurs substitutions formées 
avec 7 lettres, si, en les multipliant une ou plusieurs 
fois les unes par les autres ou par elles-mêmes, dans un 
ordre quelconque, on n'obtient jamais que des substitu- 
tions comprises dans la suite des substitutions données, 
celles-ci constituent ce que Cauchy a nommé un système 
de substitutions conjuguées, ou simplement un système 
conjugué. Il est évident que tout système conjugué com- 
prend la substitution égale à l'unité. 

L'ordre d’un système conjugué est le nombre des sub- 
stitutions qu’il renferme. 

Il résulte de ces définitions que les N — 1.2...7 substi- 
tiutions que l’on peut former avec z lettres constituent 
un système conjugué d’ordre N, et que les puissances 
d’une substitution quelconque d’ordre » constituent un 
système de substitutions conjuguées d’ordre ». 


AA3. Taéorime. — St toutes les substitutions d’un 
système conjugué T d'ordre y. sont comprises parmi les 
substitutions d’un autre système conjugué G d'ordre m, 
le nombre p sera un diviseur de m. 


En effet, désignons par 


(1) 1: O1. 025 VISE Sr 


les 4 substitutions du système l'; ces substitutions appar- 
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dennent à G, par hypothèse, et l’on a m >. Soit T, 
l’une des substitutions de G qui n’appartiennent pas au 
système [”, c’est-à-dire à la suite (1); si l’on multiplie, à 
droite, par T, les termes de cette suite, les produits 


(2) LAÉ STE SAND LS SU Le 


pi 
que l’on obtiendra, seront compris parmi les substitu- 
tions du système G; d’ailleurs, deux quelconques de ces 
substitutions (>) sont évidemment distinctes, et aucune 
d'elles ne saurait appartenir à la suite (1). Pour établir 
ce dernier point, il suflit de remarquer que légalité 


S;T; — S; entrainerait T, —S;"$;, ce qui est impossible, 


car le produit sr S, appartient nécessairement au sÿs- 
tème [”, tandis que, par hypothèse, T, ne fait pas parte 
de ce système. Il résulte de là que l’on am = 2y, ou 
m >ou. Si m est égal à 21, le théorème est démontré; 
soit donc m >> 2u, et désignons par T, l’une des substi- 
tutions de G qui n’appartiennent à aucune des suites (r} 
et (2). En multipliant, à droite, par T, les substitu- 
tions (1), on obtiendra y substitutions nouvelles, 


(3) TS S PA RE SD RE S LAS 


ere 
qui appartiendront au système G; elles seront distinctes 
entre elles et distinctes des substitutions (1); en outre, 
elles sont distinctes des substitutions (2), car l'égalité 


A . —{ * » 22 
S;T: = S;T; eutrainerait T, — S, S;T,, ce qui est contre 


l'hypothèse, car le produit S; S;T; fait évidemment 
partie des substitutions (2). Il résulte de là que m = 34 
ou m>>3p. Il est clair que l’on peut poursuivre de cette 
manière jusqu'à ce que l’on ait épuisé toutes les substi- 
tutions du système G, et que l’on aura en conséquence 


TT q Le 
q désignant un nombre entier. 
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Remarque. — Le système conjugué G à été ainsi par- 
tagé en g suites de substitutions, 
l'; S: S3 DE ei 
D ASE ET, po PEAR 
ci AHSA ga MP MR Per AS 
sole. ee ©, ART EPP ::! CNRS DRE P 
PRET MMS HSE (AT 


dont la première seule constitue un système conjugué. 
Pour former ce tableau, sur lequel repose notre raison- 
nement, nous avons successivement multiplié, à droite, 
par les substitutions , T,,...,"7,_,, les substitutions 
du système l'; mais il faut remarquer que l’on aurait pu 
procéder d’une autre manière, et que la démonstration 
aurait pu être faite en employant des substitutions U,, 
U;,..., U,_, du système G, comme multiplicateurs, à 
gauche, des substitutions du système T. En procédant 
ainsi on aurait décomposé le système G en g suites for- 
mées chacune, comme les précédentes, de # substitutions, 
et qui sont 


b, S1 DM EE, S 
LAS An US ah ae US 
DNA USS AUS AM EUSS 


DATES S Ut SARA CIS 


chaque substitution U étant choisie parmi les substitu- 


ions de G qui ne font pas partie des lignes horizontales 
déjà formées. 


444. Le théorème que nous venons d'établir con- 


duit à des conséquences importantes, qui sont contenues 
dans les corollaires suivants : 
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Corozzarre I. — L'ordre d'un système de substitutions 
conjuguées formées avec n lettres est un diviseur du 
PTOOMEN Ex 2-9 nt 


En effet, les substitutions du système proposé appar- 
tiennent au système conjugué de l’ordre N qui comprend 
toutes les substitutions. 


CorozzaIRE II. — L'ordre d’un système de substitu- 
tions conjuguces est un multiple de l’ordre de l’une 
quelconque des substitutions du système. 


En effet, les puissances de l’une des substitutions d'un 
système conjugué appartiennent toutes à ce systèime; 
d’ailleurs, ces puissances constituent un système conjugué 
dont l’ordre est égal à celui de la substitution; donc cet 
ordre est un diviseur de l’ordre du système proposé. 


Corozraire HI. — Le nombre n des lettres étant sup- 
posé premier, tout système conjugué d'ordre n se com- 
pose des n puissances d’une substitution circulaire 
d'ordre n. 


En effet, l’ordre d’une substitution quelconque du sys- 
ième doit diviser n; il se réduit donc à 1 ou à 7. 


CorozzaIRE IV. — $; deux systèmes conjugués offrent 
des substitutions communes, celles-ci constituent un sys- 
tème conjugué et leur nombre est en conséquence un 
diviseur commun des ordres des deux systèmes donnés. 


En effet, soient 


(1) (ARS HART ET LP Sy 


toutes les substitutions communes à deux systèmes con- 
jugués. Toute substitution S, obtenue en multipliant les 
précédentes entre elles ou par elles-mêmes, appartient à 
la fois aux deux systèmes proposés; et comme ceux-ci 
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n’ont que les # substitutions communes (1), il est évident 
que la substitution S se trouve comprise parmi elles; 
ces substitutions communes constituent donc un système 
conjugué. 


Des systèmes semblables et des systèmes échangeables 
entre eux. 


415. Considérons un système de substitutions con- 
juguées 
(1) 1281448129, S 


p— 1? 


on a vu que TST-' et S sont deux substitutions sem- 
blables, quelle que soit la substitution T, et que, pour 
former la substütution TST-1, il suflit d'effectuer la sub- 
stitution dans les cycles de S; il en résulte que les sub- 
stitutions 


(2) PUIS TOPETS 10 2TS" T 


constituent un système conjugué. On peut aussi vérifier 
immédiatement ce fait, en remarquant que le produit 
d’un nombre quelconque de substitutions prises dans la 
suite (2) 6st de la forme LS 5....5 T° ‘et; par suite, 
de la forme TS; T=", puisque les substitutions (1) forment, 
par hypothèse, un système conjugué. 

Les systèmes conjugués (1) et (2) seront dits sem- 
blables (*); il peut arriver que ces deux systèmes coïn- 
cident, et alors on a, quel que soit z, 


RATES S;., OMS EE SIT; 


par conséquent, on obtient les mèmes résultats en multi- 








(*) M. Betti a donné aux substitutions (2) le nom de dérivées des sub- 
stitutions correspondantes (1); T est la dérivante, et le système (2) est 
alors le dérivé par T du système (1). 


256 COURS D'ALGÈEBRE SUPÉRIEURE. 
pliant les substitutions (1) par T, soit à droite, soit à 
gauche. 
Considérons maintenant deux systèmes de substitu- 
tions conJuguées, 
I 9 S, 9 S; ” D 3 9 9 S 
] ] Tr s Le ] Lis cd . , ai 


HN 
y = 1) 


nous dirons que ces deux systèmes sont échangeables 
entre eux lorsque tout produit de la forme T;S; sera en 
même temps de la forme S; T;. Si l’on a j'— j quels que 
soient £ et 7, le premier des deux systèmes proposés coïn- 
cidera avec le système semblable que l’on en déduit en 
multipliant ses substitutions à gauche par T'; et à droite 


par Ti”. Si l’on a en même temps = 1, j'=— j, quels que 
soient z et 7, deux substitutions quelconques, prises dans 
les deux systèmes proposés, seront échangeables entre 
elles. 


: Du problème général qui fait l’objet principal de la 
théorie des substitutions. 


A16. Le problème général que l’on a en vue dans la 
théorie des substitutions peut être énoncé dans les termes 
suivants : 


Quels sont les systèmes de substitutions conjuguées 
que l’on peut former avec n lettres données ? 


La solution de ce problème serait, pour l’Algèbre, de 
la plus haute importance ; aussi Lagrange et, après lui, 
plusieurs géomètres éminents se sont-ils occupés de cette 
question difficile. Maïs, malgré leurs efforts, ils n’ont pu 
atteindre le but proposé, et la science ne possède aujour- 
d'hui sur ce sujet qu'un petit nombre de propositions 
générales que nous allons établir ici. 
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Parmi les systèmes de substitutions conjuguées que l’on 
peut former avec z lettres données, nous connaissons : 
1° le système qui comprend les N —1:1.2...7 substitu- 
tions; 2° les systèmes que l’on forme en prenant toutes 
les puissances d’une substitution quelconque. Nous les 
rappelons ici afin de présenter un ensemble complet des 
résultats acquis. 


AT. TaéoriMe I. — Parmi les N —71.9...n substi- 
tutions que l’on peut former avec n lettres données, 


celles qui équivalent à un nombre pair de transpositions 
. ; < ‘“ . , 1 N . Le] . 
constiluent un système conjugué d'ordre —; et il n'existe 
. 2 


à 3 ; N 
aucun autre système conjugue du méme ordre —: 
2 


La première partie du théorème est évidente. Nous 
avons vu, en effet, que si l’on multiplie entre elles plu- 
sieurs substitutions du premier genre, c’est-à-dire plu- 
sieurs substitutions dont chacune équivaut à un nombre 
pair de transpositions, on obtient pour résultat une sub- 
stitution du premier genre. 

Pour établir la seconde partie, soit 


(1) MS Sad ebns (re S 1e 


1 4 ’ N k R \ 4 
un système conjugué d'ordre A Multiplions à gauche et à 


21 


droite les substitutions de ce système par une substitution 
quelconque T, nous obtiendrons les produits 


(2) MSFSOUTS HRAMSNTS ONE 
et 
(3) TSH SMS pe 


— —-]; 


2 


1e 17 
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Si T fait partie du système (1), les suites (2) et (3) for- 
meront des systèmes conjugués identiques à (1); mais 
si T n’est pas comprise dans le système (1), chacune des 
suites (2) et (3) se composera, comme on l’a vu précé- 


N st ANS ’ : 
demment, des a substitutions qui n’appartiennent pas 


au système (1). Dans tous les cas, les suites (2) et (3) 
offrent les mèmes substitutions, et l’on a, en conséquence, 
quel que soit z, pour une certaine valeur de 7, 


TS; me SPA E ou TS; Ke S;; 


d’où il résulte que le.système (1) renferme toutes les sub- 
stitutions semblables à l’une quelconque de celles qui y 
sont contenues. Ce système ne renferme donc aucune des 
trauspositions, car autrement il les renfermerait toutes, 
et son ordre serait égal à N, ce qui est contre l'hypothèse. 

Supposons que T désigne maintenant une transpo- 
sition, les suites (1) et (2) comprendront toutes les 
N substitutions des » lettres, et ces substitutions ne feront 
que s’échanger entre elles, si on les multiplie par une 
transposition U. Oril est évident, d'après ce qui précède, 
que, par cette multiplication, la suite (1) se transformera 
dans la suite (2); donc à son tour la suite (2) se changera 
dans la suite (1), ce qui montre que la substitution UT 
fait partie du système (1). Ce système comprend ainsi 
toutes les substitutions que l’on obtient en multipliant 
deux transpositions entre elles, et il renferme, en consé- 


N Mi NE e ; 
quence, les 4 substitutions qui équivalent chacune à un 


nombre pair quelconque de transpositions. 


+ 


CorozLaIRE. — Le système conjugué d’ordre - ren- 
2 


ferme toutes les substitutions circulaires d'ordre impair, 
etiln'en ren ferme aucune d'ordre pair. 
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En effet, toute substitution circulaire d’ordre p équi- 
vaut à p — 1 transpositions ; On a 


(Go di, Auyee., Apr) — (Ados Apr) (Qo, Ap_2)e..(@o, 43)(@, a). 


AS. Taéorkue IL. — Si un système conjugué ren- 
Jerme toutes les substitutions circulaires dont l’ordre 
est un nombre donné p égal ou inférieur à n, l’ordre 


« . ?’ N . 
du système conjugué est N ou ot Cet ordre est toujours 
égal à N st p est pair. 
Le théorème est évident, dans le cas de p = 2; car le 
système proposé contient toutes les transposilions et son 


ordre est égal à N. Dans le cas de p — 3, le système pro- 
posé renferme la substitution circulaire 


tree @; &;) + (a; as (as a) 


des trois lettres données 4, , a;, a; et il contient aussi la 
substituuon 


(a, As y a) — (as; &;) (ai, &s), 


si, le nombre 7 étant supérieur à 3, a, désigne une lettre 
nouvelle. Le produit de la première substitution par la 
seconde est 

(as, &) (a, &) 
et ce produit doit figurer dans le système proposé. Donc 
celui-ci renferme toutes les substitutions qui équivalent à 
un nombre pair de transpositions, et son ordre est ainsi 


. , ns N « . . 
au moins égal à di d’ailleurs cet ordre est un diviseur 


se ) Lin RS 
de N, par suite il est égal à — ou à N. 


pr] 


Le cas de p >>3 se ramène facilement au cas de p = 3. 
En effet, soient 4,, &, a, trois quelconques des lettres 
données, et posons 

Ti(arsadsas) = {er ap) (ei, a} 


17. 
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soit aussi 

S Fer (a, As DE, BE …. bis d;) 
une substitution circulaire d'ordre p formée avec les 
lettres &,, d>, a3 et p — 3 autres lettres données 0, 
PREND. On aura 


(ap, a) Seat) (ai; t0 BORNE, 
et, en multipliant, à gauche, par (a; , a), 
TO UE,0:,1023 DA ORNE SRE 


Par hypothèse le système proposé renferme toutes les sub- 
stitutions circulaires d'ordre p, donc les substitutions TS 
et S7! doivent y figurer ainsi que leur produit T, qui est 
l’une quelconque des substitutions circulaires formées 
avec trois des lettres données. 

Si le nombre p est pair, le système proposé comprend 
les produits de transpositions, en nombre impair, qui 
équivalent aux substitutions circulaires d'ordre p ; l’ordre 


4 » \ N r 
de ce système est donc supérieur à —; et, en conséquence, 
. 2 
il est égal à N. 


A9. Tuéonbue IT. — Une substitution quelconque T 
étant formée avec n lettres, les diverses substitutions 
des mêmes lettres qui sont échangeables avec T consti- 
tuent un système conjugué. 


En effet, soient 
1, Si 5 Dis ND 0 


M—1 


les M substitutions échangeables avec T, parmi lesquelles 
figure évidemment l'unité. Nous avons vu que le produit 
de plusieurs de ces substitutions est lui-même une substi- 
tution échangeable avec T; ce produit fait donc partie de 
la suite précédente, et, en conséquence, celle-ci forme un 
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système conjugué d'ordre M. Ce nombre M a pour va- 
leur (n° 402) 


m Ile nt 
A — 2. 2 { À ST AE PPS 0) 
NE re. -.m)(r.2..4n).. {1.2 ..m,)A ner 9 


m; désignant le nombre des cycles de T'qui sont de l’ordre 
n;. On tient compte des cycles formés d’une seule lettre, 
en sorte que l’on a 


R— Bi lt HMa li ES EM, . 


Aïnsi en particulier avec un nombre n de lettres égal à 
m7, on peut former, par le précédent théorème, un 
. système conjugué d'ordre 


HD OL MIEUX HS 
ExEempLe. — Dans le cas de 
MAR OEE 322 os 


on pourra former deux systèmes de substitutions conju- 
guées dont les ordres seront respectivement 1.2.3 >< 2° 
Qu A9, et 1:25x< 9° ou18, 


420. Tréonime IV. — Une substitution quelconque 'T 
étant formée avec n lettres, les diverses substitutions S 
telles, que le produit STST! se réduise à une puissance 
deT, constituent un système de substitutions conjuguées. 


Le nombre des substitutions qui satisfont à légalité 
STSE À hs 


dans laquelle z représente un nombre donné premier à 
l’ordre de la substitution T, est égal (n° 409) au nom- 
bre M des substitutions échangeables avec S. Si donc on 
désigne par y le nombre des substitutions S qui satis- 
font à la précédente égalité, lorsque t cesse d’être un 
nombre donné, et par 9(u) le nombre qui indique com- 
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bien :il y a de nombres premiers à l’ordre . de la substi- 
tution T, on aura 


vy— Mo(x). 
Cela posé, soient 


(x) T, Si 2 Pay dr Rite 

les substitutions qui satisfont à la condition imposée par 

l’énoncé du théorème. Je dis que le produit de deux 

quelconques des substitutions (1) fait partie de la même 

suite, et que celle-ci constitue en conséquence un système 

conjugué d'ordre v. Considérons, en effet, les deux sub- 

stitutions S,, S,3; on a par hypothèse 

(2) STS, — Ti, ou SIT —T'S,, 

(3) SATS MD Mo (STE TS 

en multipliant à gauche par S, l'égalité (3), il vient 

(4) SST=S, T/ S2; 

et en élevant légalité (2) à la puissance 7, on à 
SÉESCNIS TS SIDE ENTE 

c'est-à-dire 

(53 S'US MEN l'on SAP 

en vertu de cette égalité (5), la formule (4) donne 

(6) SST—TISS, ou (SS)T(SiS) "= TÉ, 

d’où il suit que la substitution S,S, fait partie de la 


suite (1), comme on l'avait annoncé. 


421. Soient e l’un des nombres premiers à y, et 0 l’ex- 
posant auquel e appartient relativement au module y. 
Au lieu de former la suite (1) avec toutes les substitu- 
tions S, qui satisfont à l'égalité 


SD << 2, 
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où z a une valeur quelconque, si l’on prend seulement les 
substitutions S qui satisfont à la même égalité en impo- 
sant la condition que z soit congru, suivant le module u, à 
une puissance de e, les substitutions de la suite (1) forme- 
ront encore un système conjugué. Effectivement, si l’on 
suppose que dans les égalités (2) et (3) z et j désignent 
deux puissances de e, le produit 1j sera lui-même une 
puissance de e, et en vertu de l'égalité (6), le produit S, S;, 
appartiendra à la suite (1). On peut donc énoncer le théo- 
rème suivant : 


Taéorime V. — Une substitution quelconque TT, 
d’ordre u, étant formée avec n lettres, si l’on forme 
toutes les substitutions S telles, que le produit STST* se 
réduise à une puissance de T, dont l’exposant soit 
congru, suivant le module y, à une puissance d’un 
nombre donné e appartenant à l’exposant 0, par rap- 
port au module p, les substitutions S constitueront un 
système conjugué d'ordre 0M. Lorsque le nombre v 
admet des racines primitives, 0 peut étre un diviseur quel- 


conque de q (u). 


Ce théorème V comprend le théorème TIT comme cas 
particulier ; il se confond avec celui-ci quand on fait 0 —1 
et, par suite, e—1. Mais il ne comprend pas le théo- 
rème IV, parce qu’il n’existe pas en général de racines 
primitives pour un nombre composé. Cette extension du 
théorème LIT a été indiquée par M. C. Jordan, dans un 
Mémoire qui fait partie du XX XVIIIe Cahier du Journal 
de l’École Polytechnique. 


Corozzatre Î[. — On peut former, avec n lettres, des 
systèmes de substitutions conjuguées d'ordre no(n) et 





no\rn , ue 
d'ordre É }, t étant un diviseur convenable de n. En 


particulier, si n est un nombre premier, on peut former 
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ur système de substitutions conjuguées dont l’ordre soit 
égal à n(n — 1) ou au quotient de ce nombre par un 
diviseur quelcon que de néesiré 


Ce corollaire résulte immédiatement des théorèmes IV 
et V, en supposant que T y désigne une substitution eir- 
culaire d'ordre nr. 

CorozzarRE If. — On peut former, avec n — 1 letires 


o(n) 
t 





données, un système conjugué d'ordre o{n) ou 


Considérons en effet le système conjugué qui contient 


no(n) 





no(n)ou subsututions de # lettres, et dont il est 


question dans le corollaire précédent. Pour former ce sys- 
tème, on part d'une substitution circulaire F, d'ordre n, 
et l’on prend Îes substitutions S qui satisfont à une éga- 
lité de la forme STS-! —'"T"*, Or, du mode de formation 
de ces substitutions S, il résulte que, pour chaque valeur 
de #, il existe une substitution unique S, qui ne déplace’ 


pas une lettre donnée «a. Donc le système que nous Consi- 


L o(z pot - : : 
dérons renferme o (n) ou se substitutions qui ne dépla- 


À 


cent que 7 — 1 lettres; il est évident que ces substitutions 
constituent un système conjugué. 


422. Dans le cas de 7 —6, si l’on choisit d’abord 
pour ‘F une substitution régulière formée de deux cycles 
du troisième ordre, on pourra former, par le théo- 
rème ÎV, un système de substitutions conjuguées dont 
l’ordre sera 1.2>X<3?>%< 2 ou 36. Si l’on prend en second 
lieu, pour T', une substitution circulaire du sixième or- 
dre, on pourra former, par le théorème V (corollaire I), 
un système conjugué d'ordre 6 >< 2(6) ou 12. Soit 


Le SAN ET Eh) 


SECTION IV. — CHAPITRE II. 265 
la substitution circulaire choisie; le système conjugué se 
composera : 1° des six puissances de T, 

DUAL PRET) PER EMSETES 


2° des six substitutions du deuxième ordre suivantes : 


(a, b)(c, f)(d,e), : (a,;c)(d, f)(b)(e), 
(a, d)(b, c)(e, f), (a, e)(b, d) (c)(F), 
(asfitb; ec; d), RON TIF Ce, te tte d'OS 


si l’on désigne par $S l’une quelconque de ces six dernières 
substitutions, on a STST' —'T$ ou (ST) = r. 


423. Taéorèue VI. — Sr deux systèmes de substitu- 
tions conjuguées 

PAS CPS TES 

IST 0: met en D 


y —1)? i 


LH ——1)? 
4 


Jormées avec n lettres, et dont les ordres sont respecti- 
vement pet v, sont échangeables entre eux et n’offrent 
aucune substitution commune, les substitutions 


du CRE 


"TS 
à à acids A tn 2 PQ A 


l; S: , SANTE 
ui HE LE TE 


9 
Ann 
0 


 — 53? 
À 


T1? j OMR ) Le) Caro 
ou 

7; Si S: ; ? RE 

: 1e S1 Ti; S2 Lis , na Lie 

T;, Se, Sa T3 HORS ER : Sy 1 Li 

otv Fe e. 2:85 ©). 5401 os rt AR UT EN - DRE SE Ds; 

L4 r 

Se ST, —_; ? D uat-r TL, _,, 


obtenues en multipliant les substitutions de l’un des 
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systèmes par celles de l’autre, formeront un système 
conjugué d'ordre pv. 


En effet, si l’on prend plusieurs termes dans l’un quel- 
conque des deux tableaux, et qu’on les multiplie entre 
eux, on obtiendra un produit composé de facteurs T et 
de facteurs S. Mais, par hypothèse, on peut intervertir 
l’ordre de deux facteurs consécutifs S et T', à la condition 
de modifier, s’il y a lieu, leurs indices, puisque l’on a, 
quels que soient z et 7, 


ST}; = Tr Sr et T; Si Gr Tr; 


en outre, le produit de plusieurs facteurs S ou T consé- 
cutifs se réduit à l’une des substitutions désignées par S 
ou T; donc le produit que nous avoris formé est de l’une 


ou l’autre forme 
S; T; , T; S; 


et, en conséquence, il fait partie des substitutions com- 
prises dans chacun de nos tableaux. D'ailleurs, deux 
substitutions prises dans le même tableau sont différentes, 
car légalité 

ordis. 
entraine 


SSL Tr LEE 


le premier membre appartient au système S, le deuxième 
au système T; en outre, ces deux systèmes n’ont que le 
seul terme commun 1; il s'ensuit que l’on a 


1 1 
LT NE PA QE Ni ne + 


c’est-à-dire 
Sy S;; Es re 


Chacun de nos tableaux comprend donc pv substitutions 
distinctes, lesquelles constituent un système conjugué. 
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Conrozzarre I. — $S2 les substitutions S et T d’ordres 
respectifs p et y sont échangeables entre elles et n’ont 
aucune puissance commune autre que l’unité, on for- 
mera un système d'ordre pv en multipliant les p. puis- 
sances de S par les y puissances de T.. 


En effet, dans l'hypothèse admise, les deux systèmes 
conjugués 
St AL AIT 
LT, STARTER; 


remplissent les conditions exigées par l'énoncé du théo- 
rème précédent. 


CorozLatRe Il. —4$7 plusieurs substitutions S, T, U,... 
d'ordres respectifs p, v, o,... sont échangeables entre 
elles deux à deux, et si l'égalité 


ST Uf- .—1 


neypeut avoir lieu que, pour i=u, j —=v,.k =)p;..,.0n 
Jormera un système conjugué d’ordre pvp... en multi- 
pliant les puissances de S par celles de T, puis les ré- 
sultats obtenus par les puissances de U, et ainsi de suite. 


Remarque. — Si l’on pose 


P=— (@o 3 REEI a, à) (bo RAA EE À (os fs Fo) 
D A ii Ja) dise ii ne (a 0 bises f à), 


pour que S et T soient des substitutions échangeables 
entre elles et que ces substitutions n'aient aucune puis- 
sance commune autre que l'unité, il faut et il suffit 


(n° 405) que l’on ait 


SEP EL 0, 


ou 
PSP cui cr 000. 6 
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PlhettQl4Pihet Qi désignant des substitutions for- 
mées de la même manière que P et Q, mais avec des lettres 
différentes. à 

Considérons, par exemple, le cas de six lettres. Si lon 
fait 


Se (a; b)(ei d)(e,.f}, alin(aic) (bc) (ete 


on obtiendra un système conjugué du quatrième ordre 
qui se composera des quatre substitutions 


LUS UT 


424. ExAMEN D'UN CAS REMARQUABLE QUI RENTRE DANS 
LES THÉORÈMES V Er VI. — Le cas dont il s’agit ici est 
celui du système de 7 (7 —1) substitutions conjuguées 
dont il est question dans le corollaire Ï du théorème V, 
lorsque le nombre n des lettres est premier. 


Soient 
os Œi, Æjgo.es An: 


les 7 lettres données, et supposons, comme au n° 404, 
que &,,4, désigne la même lettre que a,. Le système que 
nous considérons sera formé de toutes les substitutions S 
qui satisfont à une égalité de [a forme 


STS—! — T', 


dans laquelle T désigne une substitution circulaire d’or- 
dre nr. Soit 
LEA, Qi 


cette substitution. Le nombre 7 étant premier et z dési- 
gnant un nombre quelconque non divisible par #, T° sera 
une substitution circulaire d'ordre 7, et l’on aura, par 
nos Conventions, 


Lie [@ diy Age. L(n—i)i] 3 


ou, en faisant passer une lettre quelconque a; à la pre- 
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mière place, 
1” ler; d(k+i)is ……., in )i 9 UE di, ….., ar); |. 


Cela posé, chaque substitution $S doit se former en pre- 
nant pour numérateur la permutation qui constitue le 
cycle de ‘T et pour dénominateur la permutation qui 
figure dans le cycle de T. Désignons par C cette dernière 
permutation, par C’ et C/ les permutations qui consti- 
tuent le cycle de T* lorsqu'on met à la première place 
a et a; respectivement, L'expression générale des sub- 


stitutions S sera 
” AA re RUE C’\ 
=(c)=(e) (ec): 


On a évidemment 


Cr 
ba —[@; his oki TT Oe A(n—1ki | — TT; 


EE 


quant à la substitution } elle ne renferme pas la 


C 
lettre a, et l’on a 


/ 1 re 
C TNT ai a (ne )i 
C HAE 


Cette substitution a pour effet de multiplier par z les 
indices des lettres a; soit rune racine primitive pour le 
nombre premier 7, posons 


y 


ir” (mod.»), 


et désignons par Ü la substitution qui a pour effet de 
multiplier par 7'les indices des lettres a : il est clair que la 


puissance v°”** de U multipliera ces indices par r° ou 5; 


G y 
qe n 


on voit en outre, à cause de r"-t= 1 (mod. n), que U est 


on aura donc 
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une substitution circulaire de l’ordre 7 —:1 dont l’ex- 
pression est 


La Ar ya 3 paye. Amn-2) ° 


Il résulte de là que si l’on désigne par un nombre tel, 
que l’on ait = ki (mod. n), la substitution S aura pour 





valeur 
(x) Se TUE 
enfin, de l'équation | 

STS-! — T! 
on ire 

STÉS-! — Th — Ti — SU”, 
d’où 
T' S—! — U—? 

et 
(2) S — UT. 


Les formules (1) et (2) fourniront donc la même valeur 
de S, si les exposants A et k satisfont à la relation 


A =" kr") 


Chacune de ces mêmes formules donnera toutes les sub- 
stitutions du système que nous considérons en attribuant 
à h ou à Ales n valeurs 0, 1,2,..., 7—7+, et à v les mêmes 
valeurs, zéro excepté, ou, ce qui revient au même, 2 —1 
excepté. En d’autres termes, le système dont nous nous 
occupons s’obtiendra en multipliant les substitutions 


I Es ESARRMEETSS 
à droite ou à gauche, par les substitutions 
2, LA UT, CRISE 


ExemPze. — Considérons le cas de n — 5. Comme 2 
est ici racine primitive, on pourra former un système de 
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vingt substitutions conjuguées en multipliant entre elles 
les puissances des deux substitutions 


Lea dis 23 A3 9 ai), Una, A 9 €) a; ); 
il est facile de vérifier sur cet exemple que la formule 
TT — Tr.” 
a lieu quels que soient les nombres k et ». 


495. Tuéorime VII — Étant donné un système de 
n lettres, soient n, un nombre entier égal ou inférieur 
à n, et v—min, un multiple de n, contenu dans n. 
Soient encore n,; un nombre égal ou inférieur à m4, et 
mn, un multiple de n, contenu dans m,. Soient pareil- 
lement n; un nombre égal ou inférieur à m:, et mans 
un multiple de n; contenu dans m,,.... On pourra tou- 
jours, avec y lettres arbitrairement choisies parmi les 
n lettres données, former un système de substitutions 


ma 


conjuguées dont l’ordre sera nn, n.... 


Ce théorème a été démontré par Cauchy, dans le Mé- 
moire que nous avons déjà eu l’occasion de citer. 

Prenons y — m, n, lettres parmi les z qui sont don- 
nées, puis distribuons-les en #1, groupes ou arrangements 
composés chacun de », lettres, et que nous nommerons 
groupes de première espèce. Prenons ensuite ces m, ar- 
rangements pour composer les cycles de m, substitutions 
circulaires d'ordre 7,, que nous représenterons par 


(x) lys F7, Ps re LÉ 

Parmi les m, groupes de première espèce, prenons-en 
M7, et distribuons-les en m1, groupes de deuxième espèce 
lesquels seront ainsi formés par la réunion de 7, groupes 
de première espèce. Avec les n,n, lettres de chaque 
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groupe de deuxième espèce, formons une substitution 
ayant pour effet de déplacer circulairement les groupes 
de première espèce contenus dans le groupe de deuxième 
espèce, et soient 


(2) Q;, Q:; GERS Q», 


les m, substitutions ainsi obtenues. Si C, C”, C/,... 
désignent Îes arrangements ou groupes de première espèce 
qui composent un groupe de deuxième espèce, chaque 
substitution (2) sera de la forme 

GOT ï 


(CCC J ALOU ki © cr. 


elle a pour effet de remplacer chaque lettre de € par celle 
qui occupe le mème rang dans C’, celle-ci par celle qui 
occupe le même rang dans C”, et ainsi de suite. Il résulte 
de là que les substitutions Q sont régulières et que cha- 
cune d'elles est formée de 7, cycles d'ordre 7:. 

Parmi les #1, groupes de deuxième espèce, prenons-en 
mn, et distribuons-les en m, groupes de troisième espèce, 
lesquels comprendront ainsi #7, groupes de deuxième 
espèce. Avec les nin,n, letires de chaque groupe de 
troisième espèce, formons une substitution ayant pour 
effet de déplacer circulairement les groupes de deuxième 
espèce contenus dans celui de troisième espèce, et soient 


(3) Ru Bas ds RME 


les m, substitutions ainsi obtenues. En reproduisant le 
raisonnement que nous avons fait à l'égard des substitu- 
tions Q, on prouvera que chacune des substitutions R est 
régulière, et qu'elle est formée de n,n, cycles d'ordre 73. 
On peut continuer ainsi tant que l’on n'aura pas ren- 
contré l’unité dans la suite des nombres #1,, m2, m3... 
Dans chacune des suites {1}, (2), (3),...; deux sub- 
stitutions quelconques n’ont aucune lettre commune, et, 
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par suite, elles sont échangeables entre elles. On ob- 
tiendra donc un système de substitutions conjuguées P 


d'ordre #7”! en multipliant entre elles les m, suites qui 
sont formées chacune par les 7, puissances de l’une des 
substitutions (1). Pareillement, on obtiendra de la même 
manière des systèmes conjugués Q, R,..., dont les or- 


dres seront respectivement n,°, n,',..., au moyen des 
substitutions (2), (3),.... 

Je dis en outre que deux quelconques des systèmes 
ainsi formés sont échangeables entre eux. À cet effet, 
représentons les lettres contenues dans chacun des divers 
arrangements ou groupes d’une espèce quelconque par 
un même caractère a, ou D, ou c,... affecté d’un indice 
variable; alors celles des substitutions P, Q, R,... qui 
ont pour effet d'échanger circulairement les groupes d’es- 
pèces moins élevées contenus dans l’un des groupes que 
nous considérons pourront se déduire de celles qui se 
rapportent à un autre groupe, en changeant la lettre que 
nous sommes convenus d’affecter d'indices, mais en con- 
servant les mêmes indices. Si donc À et B désignent deux 
arrangements de z‘”* espèce formés respectivement de 
deux lettres a, b, affectées des mêmes indices, et si l’une 
des substitutions P, Q,... change À en A’, l’une de ces 
substitutions changera aussi B en B/, les indices de b 
dans B’ se succédant dans le même ordre que les indices 
de a dans À’. 

Cela posé, soit V une substitution de l’une des 
suites (2), (3), qui déplace circulairement les groupes 
A, B, C, D,..., K de i°”*° espèce, contenus dans un 
groupe ABCD...K de (1+ 1)*”*° espèce. Soit en même 
temps U l’une des substitutions (1), (2), (3),... qui ne 
produisent de déplacements de lettres que dans l’un des 
arrangements À, B,..., dans C par exemple. Supposons 

IT. 16 
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que U change C en C/; d’après ce que nous venons dedire, 
le système auquel UÜ appartient renfermera une autre sub- 
stitution U’ changeant aussi D en D’. Appliquons suc- 


1 


cessivement les trois substitutions U, V, UT! à l’arran- 


gement 
ABCD...K. 


Par la substitution Ü, cet arrangement devient d’abord 
ABC D.-.K: 


il.se transforme ensuite en 


BCD’...KA 


par la substitution V. Enfin, comme la substitution U'T! 
change D’ en D, elle nous donnera l’arrangement 


BCD... .A, 


que l’on aurait obtenu tout d’abord en appliquant la sub- 
stitution V à l’arrangement primitif; on a donc 
UT AVU ES: Ve A ON NTIEEQURRE 

Il résulte de là que les systèmes conjugués P, Q, R,... 
sont échangeables entre eux deux à deux. D'ailleurs um 
produit tel que V...RQP, formé avec des substitutions 
de ces divers systèmes, ne peut se réduire à l’unité à 
moins que tous ses facteurs ne se réduisent eux-mêmes 
à l'unité, car s'ilen était autrement on aurait 


 ARPOEMNES 
ce qui est impossible, puisque la substitution contenue 
dans ie premier membre est impropre à déplacer les 


groupes de lettres que V7! échange entre eux. On voit 
donc que l’on obtiendra un système de substitutions con- 


Ma 


juguées d'ordre n®n%°n°"..., en multipliant entre eux les. 


Systèmes PQ À... 


CorozzaIRE I. — Étant donné un système de n let- 
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tres, soit p un nombre premier égal ou inférieur à n. 
Soient encore = mp un multiple de p contenu dans 
n; mp un multiple de p contenu dans m,; m;p un mul- 
tiple de p contenu dans m,.... On pourra toujours, 
avec y lettres choisies arbitrairement, former un système 
de substitutions primitives et conjuguées d'ordre 


M +m +m ee 
FT. s0%2 ° 


Ce corollaire résulte du théorème précédent, en y sup- 
DONS ris —— 72e 





—...— p. L'ordre du système con- 
jugué étant une puissance de p, chacune des substitutions 
du système a elle-même pour ordre une puissance de p, 
et en conséquence elle est primitive. 


Corozzaire II. — Ætant donné un système de n 
lettres, soient p un nombre premier égal ou inférieur 
à n, y le plus grand multiple de p contenu dans n, 


et p” la plus haute puissance de p qui divise exactement 
le produit N—:1.2.3...n. On pourra toujours, avec 
y lettres prises arbitrairement parnmu les n lettres don- 
nées, former un système de substitutions primitives et 
conjuguées d'ordre p". 


. Ce corollaire se déduit du précédent , en supposant que 
mp soit le plus grand multiple de p contenu dans 7, 
m,p le plus grand multiple de p contenu dans m,, et 
ainsi de suite. Dans cette hypothèse, la somme 


MIE MEME ES 


est évidemment l’exposant de la plus haute puissance de P 
qui divise exactement N — 1.2.3...7. 


426. ExempLe. — Considérons le cas de n —6, et pre- 
nons p—.2. La plus haute puissance de 2 qui divise 
exactement le produit 1.2.3.4.5.6 est 2° ou 16; on 
pourra donc avec six lettres former un système de seize 


Lo: 
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substitutions primitives et conjuguées. Soient a, b, c, d, 
e, les lettres données : on pourra choisir pour les sub- 
stitutions P 


(a; b), (c, d), (enfi)s 


la série des substitutions Q se réduit ici à une substitu- 
tion unique, et l’on peut prendre 


(a, c)(b, d). 
Le produit des quatre systèmes 
in .(amb) 
» (c, d) 
(ef) 
, (a, c) (6, d) 
fournit seize substitutions conjuguées, parmi lesquelles on 
rencontre, outre l'unité : 1° trois transpositions, savoir, 
(a, b}, (c, d), (e, f); 


2° cinq substitutions régulières, formées chacune de deux 


= 


T, 


transpositions, savoir, 
(a, b)(c, d), (a, b)(e, f), (c, d)(e, f), 
(añc).(b, d'daad}es ze): 
3° trois substütutions régulières formées chacune de trois 
transpositions, savoir, 
(a, b)(e, d)(e, f), (a, ce) (b, d)(e,f), (a, d)(b,c)(e, f); 
4° deux substitutions circulaires du quatrième ordre, 


savoir, 
(sd, 0e) {a 0, Des 


5° deux substitutions primitives du quatrième ordre, 
non régulières, savoir, \ 


(254,10: 0) (e, f}} Vañt, be TE 


127. ‘Taéorème VIII. — S: l’on a formé un système 
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de substitutions conjuguées de m lettres dont l’ordre 
soit u, et un système de substitutions conjuguées de 
p leitres dont l'ordre soit 5, on pourra construire un 
système de substitutions conjuguées de n — mp lettres, 
dont l’ordre sera p? x. 


En effet, distribuons les mp lettres données en p 
groupes composés chacun de m lettres, et que nous repré- 


_senterons par 
Aÿy is Appeeey Amis 


BSD ET DSRPROE tr, 


Soient À un système de w substitutions conjuguées, 
formées avec les m lettres a qui composent la première 
ligne de ce tableau. Soient aussi B, C,..., K les systèmes 
de substitutions conjuguées que l’on obtient en rempla- 
çant successivement dans A la lettre & par b,c,d,..., 
k, sans changer les indices dont la lettre est afféctée. 
Désignons enfin par 


1, 11 1 AS HAUTE U; 
& substitutions conjuguées, formées avec les p lettres 
&;, b:,..., k;; posons 
STE SE NE 4 VOIE ANNE 
et nommons P le système conjugué d'ordre © 
170 Los 


dont les substitutions ont pour effet d'échanger entre 
elles les lignes horizontales de notre tableau. 

Les systèmes À, B,..., K sont évidemment échangea- 
bles entre eux, et il est aisé de voir que leur produit est 
échangeable avec le système P. En effet, soient À une 
substitution du système A, et S une substitution de P; la 
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substitution À, effectuée la première, déplacera les lettres 
æ et elle remplacera la première ligne du tableau par 


! LA ! ! 
gs Bis Ayo) En 7 


après quoi la substitution S déplacera les lignes horizon- 
tales du tableau; seulement, si elle doit amener les let- 
tres b à la place des a, la ligne précédente sera remplacée 
Jar 

Ï g 


0 ? 


! E ! 
by BUENONNE 


m —1 ? 

et, pour faire disparaitre les accents, il suffira d'appliquer 
la substitution B-*!, B désignant ce que devient À quand 
on y remplace & par b. On voit alors que l’on a 


BtPA=—P, d'où yPA=BP. 


Il résulte évidemment de là, qu'en multipliant entre 
eux les p +1 systèmes À, B, C,...,K et P, on obtien- 
dra un système conjugué dont l’ordre sera w.m. 


CorozLarre À. — On peut former, avec n — mp let- 
tres, un Système de substitutions conjuguées d’ordre 


(ae Sur) p}: 


IL suffit en effet de prendre pour À le système de toutes 
les substitutions formées avec m2 lettres, et pour P le sys- 
tème de toutes les substitutions formées avec p lettres. 


Exgmpzes. — Dans le cas de 7 —6, on peut faire 
m—3,p—3,0u p=— 2, m—3 On voit alors que lon 
peut former avec six lettres deux systèmes de substitu- 
tions conjuguées, dont les ordres sont respectivement 72 
et 48. Dans le cas den —4,onam—2,p=2, et l'on 
peut former avec quatre lettres un système conjugué 


d'ordre 8. 


Corozzarre Il. — Si p est un nombre premier, on 
peut former, avec n — mp lettres, un système de substi 
tutions conjuguées d'ordre (1.2.3...m)".p (p—1). 
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Il suffit en effet de choisir À comme dans le précédent 
corollaire, et de prendre pour P le système conjugué 
d'ordre p (p —1) dont nous avons reconnu l'existence 
danse cas où p est un nombre premier. Le système dont 
il s’agit ici se rencontre dans la théorie des équations. 


428. Tuéorbme IX. — St un système de substitutions 
conjuguées relatif à n lettres renferme toutes les substi- 
tutions circulaires du troisième ordre que l’on peut for- 
mer avec n—1 lettres données, et qu’il ait encore 
d’autres substitutions, il renferme toutes les substitu- 
tions circulaires du troisième ordre que l’on peut former 
avec les n lettres. 

Soient 

DORA NA 0 

les n lettres données, G le système que l’on considère, et 
G’ le système conjugué formé avec celles des substitutions 
de G qui ne contiennent pas D. Désignons par T une sub- 
stitution de G qui n’appartienne pas à G’, et supposons 
que T substitue D, a,,a; à à, 4,, a:, 1 et j étant deux 
indices quelconques qui peuvent avoir les valeurs 1 et 2; 
‘comme la substitution U — (&o, 4, &2) appartient à G, 
par hypothèse, il en sera de même de TÜUT-!'— (6, a;, a;). 
Le système G renferme donc toutes les substitutions cir- 
culaires formées avec les » lettres. 


CoROLLAIRE — Si un système de substitutions 
conjuguees relatif à n lettres renferme toutes Les 


N ps ; 
1.2.3...(n—1) — — substitutions formées avec n — x let- 
LA 
y N LE LT Ld 
tres, son ordre est N ou —. Si le système proposé ren- 
7è 


N Pt | | 
ferme seulement les — substitutions du premier genre 
27 





, N 
formées avec n — 1 lettres, son ordre est 5 Ou 
7 
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Conservons les notations dont nous venons de faire 
A , l N N A 
usage. Par hypothèse, l'ordre de G’ est — ou — ; le même 
72 2171 


nombre exprimera donc aussi l’ordre de G, si ce système 
n’a que les seules substitutions de G”. Dans le cas contraire, 
Gadmettra toutes les substitutions circulaires du troisième 


N N 
ordre formées avec les n lettres, et son ordre sera N ou Me 
savoir : N si G’ renferme toutes les substitutions de 


N L2 L1 
n — 1 lettres, et = Si G'’ renferme seulement des substi- 


tutions du premier genre. 


429. Taéorëme X. — Si un système de substitutions 
conjuguées relatif à n lettres ne renferme pas toutes les 
substitutions circulaires du troisième ordre formées avec 
n — 1 lettres, maïs qu’il contienne toutes celles que l’on 
peut former avec n — 2 des lettres données, les substi- 
tutions du système qui déplacent les deux autres lettres 
ne peuvent que les échanger entre elles. Le nombre n est 
supposé supérieur à 4. 

Soient 


os &;i; Ayo. Zn—3 9 VER b, 


les n lettres données, G le système que l’on considère, 
et G’ le système conjugué formé par celles des substitu- 
tions de G qui ne déplacent aucune des lettres b,, b:; 
par hypothèse le système G renferme toutes les substi- 
tutions circulaires du troisième ordre que l’on peut for- 
mer avec les 7 — 2 lettres a. Désignons par T une sub- 
stitution de G qui n’appartienne pas à Get qui n’échange 
pas entre elles les lettres b, et D. 

Si T déplace 2, pour la substituer à à, et qu’elle ne 
déplace pas D,, ou que, déplaçant b;, elle la substitue à D, 
soient 4, et a, les deux lettres qui seront remplacées par 
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deux lettres quelconques données, a; , a;; comme la sub- 
stitution U—{«,, a, a;) appartient à G, il en est de 
même de TUÜUT-!— (b,, a;, a;); donc le système G ren- 
ferme toutes les substitutions circulaires du troisième 
ordre qu’on peut former avec n — 1 des lettres données, 
ce qui est contre l’hypothèse. 

Si T substitue D, et D, à à, et a,, a; à a, Va substitu- 
tion U—{(&, 4, 4) appartenant à G, il en sera de même 
de TÜT-' = (0,, b,,a;). Or cette dernière substitution 
remplace a; par b,, et D, par b;, ; on rentre donc dans 
le cas précédent, qui est incompatible avec notre hypo- 
thèse, comme on vient de le voir. 

Il résulte de là que la substitution T ne peut qu’échan- 
ger les lettres D, D, entre elles; elle sera donc de la 
forme T = (b,, b;).S, S étant une substitution de G’. On 
voit aussi que le système G s’obtiendra en multipliant 
entre eux le système Get le système formé des deux sub- 
stitutions 1, (00, b,). En conséquence, l’ordre du sys- 
ième G est double de l’ordre du système Gr. 


RemArQuE. — La démonstration précédente exige que 
le nombre des lettres & soit au moins égal à 3, et que 


l’on ait en conséquence n >> 4. Le théorème ne subsiste 
pas pour n — 4. 


CoroLLarRe. — St un système de substitutions conju- 
guées relatif à n lettres renferme les 


N 


RS er Eee 


substitutions formées avec n — 2 des lettres données, mais 
qu'il ne renferme pas toutes celles qu'on peut former 
avec n — 1 lettres, son ordre sera égal au quotient de N 


EN 2 n(n—1). Si Le sys- 


par l’un des deux nombres 
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j N DNS 
tème renferme seulement les ———— substitutions du 
2n(nr —1) 

premier genre formées avec n— 2 lettres, mais qu'il ne 
contienne pas toutes celles que l’on peut former avec 
n —1 lettres, son ordre sera égal au quotient de N par 
l’un des deux nombres n (n —1), 2n(m—1). 





n(n—1) 


En effet, par hypothèse, l’ordre de G' est 


ou » et le mème nombre exprimera l’ordre 


Sn (RTE) 
de G, si ce système n’a que les seules substitutions de G”. 
Dans le cas contraire, toute substitution de G qui n'ap- 
partient pas à G’ déplace circulairement les deux lettres 
non contenues dans G’, car autrement G posséderait 
toutes les substitutions circulaires du troisième ordre 
qu'on peut former avec z — 1 lettres, et cela est contre 
hypothèse. Alors, d’après le théorème précédent, l’ordre 


de G est double de l’ordre de Gr’. 


Des groupes de permutations. 


430. Considérons un système F de substitutions con- 
juguées de » lettres, dont l’ordre soit égal à 4; soient 


I, Si Dis ts ie S pr 


les substitutions de ce système. Si l’on prend une quel- 
conque des permutations des n lettres données, et que 
l’on muluplie cette permutation À, par les u substitutions 
de F', on obtiendra y produits 


Atout As wir 


p—1 
ou 


VC SUIS. CARE 


nn A 


qui constituent ce qu'on nomme un groupe de permuta- 
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tions. Les substitutions du système F, par lesquelles on 
passe d’une permutation à une autre, sont dites Les sub- 
stitutions du groupe. 

Désignons par G, soit le système des N =1.2.3..,7 
substitutions des lettres données, soit tout autre système 
conjugué contenant toutes les substitutions du système F. 
On a vu au n° 413 que si l’on désigne par nm = ug l’ordre 
du système G, les substitutions de ce système peuvent 


être représentées de l’une ou de l’autre des deux manières 
suivantes : 


I, Si S2 9.» 9 Si 
T,, res A SUR. 9 pi Li) 
(1) : Di Leo D: is ts es PC 1 


er MR VRP TE NN à 


Fr, Si: Date 253 S 


2 TE 
U,, UsS.. rte US, _1; 
(2) AU PER A LRO | US, 19 


\ U,_, WeyS: 9 Ü, S » CURE | U,_15 


Cela posé, on obtiendra un groupe de m permutations, 
en multipliant la permutation À;, prise arbitrairement, 
par les m substitutions de G; et pour effectuer cette opé- 
ration on peut supposer à G l’une ou l’autre des formes 
(1)et (2). | 

Employons d’abord la forme (1). La première ligne 
horizontale est formée des g substitutions du système F, 
et les produits de la permutation À, par ces substitutions 
donneront le groupe déjà considéré plus haut, savoir : 


A5; A1, A:,..., À 


e 


HA 
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Pour multiplier A, par les substitutions de la deuxième 


ligne du tableau (r), il suffit de faire le produit A! de la. 
permutation À, par T, et de multiplier ensuite ce produit 
par les substitutions l; les résultats 
Al pi en niie 

qu’on obtiendra ainsi, forment évidemment un deuxième 
groupe de permutations qui admet les mêmes substitu- 
tions que le précédent. | 

Comme ce que nous venons de dire s’applique évidem- 
ment à chacune des lignes du tableau (1), à partir de la 
deuxième, on voit que le groupe de permutations obtenu 
en multipliant une permutation À, par les pq substitu- 
tions du système G est décomposable en q groupes for- 
mes chacun de p. permutations; en outre, ces divers 
groupes partiels admettent les mêmes substitutions, 
savoir, celles du système T.. 

Opérons maintenant de la mème manière en employant 
le système G sous la forme (2). La première ligne du 
tableau (2) donnera, comme précédemment, le groupe 


AA 1 Aer due, A 15 


quant aux lignes suivantes du tableau (2), elles donneront 


pour résultats les produits obtenus en multipliant succes- 


sivement ce premier groupe de permutations par les sub- 


stitutions 
Lis Lite Ü,_; 


et comme ces opérations équivalent à de simples change- 
ments dans la notation employée pour désigner les lettres, 
chacune d’elles transformera le premier groupe en un 
autre groupe. Il résulte de là que le groupe obtenu en 
multipliant la permutation A, par les p.q substitutions 


du système G est décomposable en q groupes de x per- 
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mutations tels, qu'on passe d’un groupe à un autre en 
exécutant une méme substitution sur les permutations du 
premier. | 

Il peut arriver que les lignes horizontales soient les 
mêmes dans les deux tableaux (1) et (2). Cette circon- 
stance se présentera nécessairement si les substitutions 


1, Er 1% ... ER 
ou 
1, U, U,..., Us, 


forment un système conjugué échangeable avec le sys- 
ième T°. Dans ce cas, le groupe de permutations obtenu 
en multipliant la permutation À, par les p.q substitutions 
du système G est décomposable en q groupes formés 
chacun de u permutations et qui jouissent de cette double 
propriété, que les substitutions sont les mêmes dans les 
divers groupes partiels et qu'on passe de l’un de ces 
groupes à un autre en exécutant une même substitution 
sur les permutations du premier. 


431. ExemPLze. — Considérons le cas de quatre lettres 


a, b, c, d, et prenons les quatre systèmes de substitutions 
conjuguées 


Giés 1, (atbii(e. dd) 

G'—1, (a, c) (86, d), 
AE (ER LR Dd;e), 
tres ls (0pt): 


Les systèmes G ct G’ sont échangeables, et leur pro- 
duit G’G, qui est du quatrième ordre, est un système con- 
jugué échangeable avec G”; enfin, le système conjugué 
G/ G’G est lui-même échangeable avec G”, en sorte que 
le produit G”G”G’G comprend les vingt-quatre substi- 
tutions. 

Cela posé, multiplions la permutation abcd par le sys- 
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ième G”G/G/G, nous obtiendrons le groupe des vingt- 
quatre permutations, Savoir : 
abcd | acdb | adbe || acbd | abdc | adcb 
| bade | cabd | dacb || cadb | bacd | dabc 
cdab | dbac | bcad || bdac | dcab | chad 
dcba | bdac | cbda || dbca | cdba | bcda 





Ce groupe se décompose en deux autres ; l’un de ceux-ci 
comprend les permutations des troïs premières colonnes, 
et il admet, comme le second, les douze substitutions du 
premier genre; on passe de l’un des groupes partiels à 
l’autre en exécutant la transposition (b, c). 

Le premier de ces deux groupes se décompose lui- 
même en trois autres, formés chacun des permutations 
contenues dans une même colonne; ici les trois groupes 
partiels admettent les quatre substitutions du système 
G!G, et on passe d’un groupe à un autre en éxécutant 
une même substitution de G”, 

Enfin, le premier de ces trois derniers groupes est dé- 
composable en deux autres qui sont formés, l’un des deux 
premières permutations, l’autre des deux dernières. Ici 
chacun des groupes partiels admet la substitution de G, 


et on passe de l’un à l’autre groupe en exécutant la substi- 
tution de G. 
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CHAPITRE III. 
DES INDICES DES SYSTÈMES CONJUGUÉS. 


Indice d’un système conjugué. — Limite inférieure des 
indices supérieurs à 2, 


432. Pour abréger le discours, je nommerai indice 
d’un système de substitutions conjuguées formées avec 
n lettres, le quotient obtenu en divisant le produit 
N—1.2.3...n par le nombre qui exprime l’ordre du 

1 . » + 3 « L] 1 . ’» 
système. Si m désigne l’indice d’un système conjugué 
d'ordre u, on aura 


ordre et l’indice d’un système conjugué relatif à »# let- 
tres sont donc deux diviseurs correspondants du produit 
Ma À (on 7ze 

L'indice m peut avoir les valeurs 1 et 2, quel que soit 
le nombre » des lettres, et il serait intéressant de con- 
naître en général les plus petites valeurs qu'il peut avoir 
quand il est supérieur à 2. 

Rufini, dans sa théorie des équations, a considéré par- 
ticulièrement le cas de cinq lettres, et l’on peut conclure 
de ses recherches que : 


Dans le cas de cinq lettres, si l’indice d’un système 
conjugué est supérieur à 2, il est au moins égal à 5. 


Cauchy, dans un Mémoire qui fait partie du X° Cahier 
du Journal de l’École. Polytechnique, a démontré en- 
suite un théorème plus général duquel il résulte que : 


L 
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L'indice d’un système de substitutions conjuguées , 
formées avec n lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur au plus grand des nombres 
premiers qui ne surpassent pas n. 


Et, dans le cas où z est un nombre premier, on a ce 
théorème : 


L'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, n étant un nombre premier, ne 
peut étre en même temps supérieur à *. et inférieur à n. 

Cauchy donne à entendre, dans son Mémoire, qu'il 
chercha à étendre le précédent théorème au cas où 7 est 
un nombre composé, mais il ne put d’abord y parvenir 
que dans le cas de n — 6. Il a en effet démontré que : 


L'indice d'un système de substitutions conjuguées, 
formées avec six lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur à 6. 

M. Bertrand s’est occupé ensuite avec succès de cette 


même question, et il est parvenu à démontrer générale- 
ment, et pour la première fois, que : 


L'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur à n (*). 

Toutefois la démonstration de M. Bertrand repose sur 
un postulatum qui semble absolument étranger à la théo- 
rie, et, à ce point de vue, elle n’est pas complétement 
satisfaisante. Le postulatum dont il s’agit a été démontré 
au n° 391, et il consiste en ce que : 


Sil’on an > 17, il y a au moins un nombre premier 


ñ Zt 
compris entre — el n — 2. 
1. 





(*) Journal de l’École Polytechnique, XXX® Cahier. 


SECTION IV. — CHAPITRE III. 289 


Le raisonnement dont M. Bertrand a fait usage con- 
duit à cet autre théorème démontré auparavant par Abel, 
dans le cas de 7 = 5. 


Si l'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, est égal à n, le système conjugué 
se compose des 1.2... (nm —1) substitutions de n—1 


lettres. n+re. 


Dans une Note qui fait partie du XXXII° Cahier du 
Journal de l’École Polytechnique, j'ai fait voir que si, 


za ° . 
entre n—2 et —» il n’y a aucun nombre premier, le 


2 4 . 7 ù 
théorème de M. Bertrand subsiste, pourvu que — soit un 
# 2 


nombre premier. La démonstration n’est en aucune façon 
modifiée ; seulement on ne peut plus conclure ce corol- 
laire, que si l'indice d’un système conjugué est égal au 
nombre 7 des lettres, le système est formé par les 
1.2... (72 — 1) substitutions de 7 — x lettres. 

Cette remarque a quelque importance, car il en résulte 
que le théorème de M. Bertrand comprend celui de Cauchy 
pour le cas de 7 — 6, et rend, par suite, inutile la dé- 
monstration un peu compliquée qui se rapporte à ce cas 
particulier. En effet, si 7 = 6, il n’y a aucun nombre 


n 14 
premier entre 2 —2 el —; mais — ou 3 est un nombre 
: 2 2 
premier. 
M. Bertrand a démontré aussi, dans son Mémoire, le 


théorème suivant : 


Si l'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
Jormées avec n lettres, n étant © 9, est supérieur à n, 
cet indice est au moins égal à 2n. 


Plus tard, dans un Mémoire que j'ai présenté à l’Aca- 
démie des Sciences, en 1849, j'ai démontré, sans avoir 
IT, 42 
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recours à aucun postulatum, les théorèmes. suivants (*) : 

1° L'indice d'un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur à n, à moins que n ne soit 
égal à 4. | 

29 3 l'indice d’un système conjugué est précisément 
égal au nombre n des lettres, le système est formé de 
toutes les substitutions de n —1 lettres, à moins que n 
ne soit egal à 6. 

3° Sr l'indice d’un système conjugué est supérieur au 
nombre n des lettres, il est au moins égal à 2n, pourvu 
que n soit > 6. 

4° SE l’indice d'un système conjugué,. relatif. à 
n lettres, est supérieur à an, il est au moins égal à 


IR —T À 
), pourvu que n soit TL 


Les démonstrations que j’ai données de ces propositions 
ne laissent rien à désirer sous le rapport de la rigueur. 
Cauchy, de son côté, avait repris la question et il avait 
obtenu d’autres démonstrations des mêmes: théorèmes ; 
ces démonstrations reposent sur des notions nouvelles 
qui ont une grande importance dans Îa théorie dont nous 
nous occupons, et que nous ne pouvons passer sous 
silence. Maïs nous croyons devoir rappeler d’abord les 
considérations dont l’illustre géomètre a fait usage, dans 
son premier Mémoire, pour établir la première des pro- 
positions énoncées dans cet aperçu, ainsi que l’analyse 
ingénieuse et élégante par laquelle M. Bertrand.est par- 
venu à démontrer son théorème. 


433. Tuéorème pe Caucay. — L'indice d'un sys- 
tème de substitutions conjuguées, formées avec n lettres, 


*) Journat de. Mathématiques pures et appliquées, 172 série, t. XV: 
ques.p pPugq ; 
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ne peut étre en méme temps supérieur & 2 el inférieur 
au plus grand des nombres premiers qui ne surpassent 
pas n. 


En effet, considérons un système G d'ordre u de substi- 
tutions conjuguées formées avec lettres, et soient 


Le Ds SE fn 2e à 


ces substitutions. Si on les multiplie à gauche, pour fixer 
les idées, par les diverses puissances d’une substitution 
circulaire quelconque T, dont l'ordre p soit un nombre 
premier égal ou inférieur à #7, on formera le tableau 
suivant : 
LCA Si, RTE S 
TS DL TS oui TS 


EVE Se (dire le 1T2S 


à le 1h Qi s N 
qui comprendra up substitutions. Si l'indice — du sys- 


ième G est inférieur à p, on aura pp >> N, et, en consé- 
quence, on trouvera nécessairement deux substitutions 
égales dans le tableau précédent. Soit donc 


MS: RS T$S,;; 


les exposants & et 6 doivent être supposés inégaux, car, si 
l'on avait 6— «x, il s’ensuivrait S; —S$, ou 7 =. De 
Pégalité précédente on tire 


MES Sn du Sn So 5 


le produit S;S;" étant une substitution du système G, dis- 
tincte de l'unité, on voit que ce système renferme néces- 


19. 
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sairement une puissance T? de T; il contient donc toutes 


les puissances de T7. Mais l’ordre de la substitution cir- 
culaire T' étant un nombre premier, cette substitution 


fait partie de la suite des puissances de T?, et en consé- 
quence elle appartient au système G. 

Le système G renferme donc toutes les substitutions 
circulaires d'ordre p, et il s'ensuit (n° #18) qu'il com- 


N L2 . 
prend N ou is substitutions ; en d’autres termes, son 


indice est égal à 1 ou à 2. 


434. Taéonëme DE M. Berrrann. — L'indice d’un 
système de substitutions conjuguées, formées avec 
n lettres, ne peut étre en même temps supérieur à 2 et 
inférieur à n. 

Ainsi que nous l'avons déjà dit, M. Bertrand admet 
ce postulatum : Sin est > 7, il y a au moins un nombre 


. . 7 
premier compris entre — et n— 2. 
2 
Cela posé, considérons un système G composé des 


substitutions conjuguées 


D, SSSR EEE 


EXT 


Lé . . N 
formées avec n lettres, et supposons que l'indice — de ce 
F 
système soit inférieur à n. Désignons par p un nombre 
k . n oure 
premier compris entre — et 7 — 2, et prenons arbitraire- 


ment p + 2 lettres parmi les 2 lettres données; formons 
avec p de ces p + 2 lettres une substitution circulaire T 
d'ordre p, et avec les deux lettres restantes une transpo- 
sition Ü. Cela posé, multiplions les substitutions du sys- 
tème G à gauche, par exemple, parles p puissances de T, 
puis les produits obtenus par les deux puissances de U; 
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on formera de cette manière les deux tableaux : 


| 1, Sp SION) Sen 


ir nt ON om PP 


His 19 


DRE US us+ ler LE ba 


.. den ot. 2 0fet em, else) eu61s eut et aie, e 206, 61e. le 


CTP UT SAUT SR EU S à 


1) 
dans lesquels on trouve 2pu substitutions. Mais, par 


L # A L e A 
hypothèse, p est au moins égal à 5 Cu est lui-même 


? L1 * N . L] 
supérieur à —; donc le nombre de nos substitutions sur- 


passe N, et, en conséquence, il est nécessaire que deux 
d’entre elles soient égales. 

Si ces deux substitutions égales appartiennent au même 
tableau, on aura, par exemple, 


DAS; ITS; fou UT ES: —UTÉS;, 
« et 6 étant deux exposants inégaux, et il en résultera 


TL} FAESSISSE 
la substitution T* appartient donc au système (x, et 
l’on en conclut, comme dans le précédent théorème, que 
la substitution T fait elle-même partie de ce système. 

Si les deux substitutions égales n’appartiennent pas au 
même tableau, on aura 


TES, UT S; T° US, 


car on peut intervertir l’ordre des substitutions U et T 
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qui n’ont pas de lettres communes. De cette égalité on 
tire, à cause de UT! = U, 


TÉRQURE S;S 


d’où il résulte que la substitution LR appartient 
au système G, et il en est de mème du carré 


T2x—26€ U? hs 2% —26 


de cette substitution. La différence « —6 peut être nulle, 
et alors la substitution U appartient au système G; si 


& — 6 n’est pas nulle, la substitution TASSE appartient 
au système G, ainsi que toutes ses puissances, parmi les- 
quelles figure T, comme dans l’hypothèse précédente. 


Dans ce dernier cas T'et TU appartiennent au sys- 
ième G, il en est de même de U. 

On voit en résumé que l’une au moins des deux sub- 
stitutions T et U appartient au système G. 

Supposons maintenant que l'indice du système pro- 
posé ne se réduise pas à r, ou que l’ordre de ce système 
ne soit pas égal à N. Alors, parmi les transpositions que 
l’on peut former avec les n lettres données, il y en aura 
au moins une qui ne fera pas partie des substitutions du 
système G; nous prendrons pour U cette transposition, 
et, d’après ce qui vient d’être établi, toute substitution 
circulaire T d'ordre p, formée avec celles des 7 — » lettres 
données qui ne figurent pas dans U, appartiendra au sys- 
ième G. Celles des substitutions de G qui ne déplacent 
pas les deux lettres de la transposition U forment évidem- 
ment un système conjugué G’, et puisque ce système G' 
renferme toutes les substitutions circulaires d'ordre p, 
son ordre est égal à 1.2.3... (n — 2) ou à la moitié de 
ce nombre (n° 418). Mais le premier cas ne peut avoir 
lieu, car autrement, l’indice de G étant supérieur à +, 
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cet indice serait au moins égal à x (n° 429, Corollaire), 


ce qui est contre l'hypothèse. Donc l’ordre de G’ est 
1.2...(7 — 2) k AVR \ 
TT, > €t, par suite, l’indice de ce système est 
égal à 2. 

Le système G’ n’a ainsi que des substitutions du pre- 
mier genre, et, en conséquence, le système G ne renferme 
aucune des transpositions que l’on peut former avec les 
lettres relatives à G’. Désignons par U’ l'une quelconque 
de ces transpositions et par T'une substitution cireulaire 
d'ordre p qui ne contienne aucune des lettres de U, 
mais qui, au contraire, renferme les deux lettres de U, 
ou au moins l’une d’élles. Comme la transposition U’ ne 
se trouve pas dans G, la substitution T’ appartiendra à 
ce système, comme on l’a vu plus haut, d’où il suit que 
le système G renferme toutes les substitutions circulaires 
d'ordre p que l’on peut former avec les n. lettres données ; 


’ de N TE ; 
il contient donc les — substitutions du premier genre que 
2 


l’on peut former avec ces lettres. Il est évident d’ailleurs 
que le système G ne peut renfermer d’autres substitu- 
tions puisqu'ilne possède pas les substitutions du deuxième 
genre formées avec Les 7 — 2 lettres relatives à G’; donc 


k .N SA : 
l’ordre de ce système est égal à ; ct son indice est égal 
à 2485) ue 

435. La démonstration précédente subsiste quand il 
stat É nr 
n'existe pas de nombre premier entre ;ct— 2, pourvu 


(*) On aurait pu tirer immédiatement cette conclusion des proposi- 
tions établies aux n°5 428 et 429 ; mais il nous a paru convenable de con- 
server dans son intégrité le raisonnement par lequel M. Bertrand a établi 
son théorème. 
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na e 4 . 
que — soit un nombre premier; dans ce cas, on peut 
2 . 
ñn L2 . . 
poser p — —; tel est le cas de n — 6. Mais quand il existe 
2 


; - . 7 
un nombre premier p effectivement compris entre — et 
2 


n — 2, le raisonnement que nous avons développé peut 
servir à démontrer une proposition nouvelle fort impor- 
tante. Effectivement, pour établir que le système G pos- 
sède lune au moins des substitutions T et U, il n’est pas 
nécessaire de supposer, comme nous l'avons fait, que l’in- 
dice de G soit inférieur à 7; la mème chose a lieu encore 


d £ F L : 7 
quand cet indice est égal à 7, pourvu que l’on ait p >> a 


et l’on arrive toujours à cetie conséquence que l'indice 
de G’ est r ou 2. Cet indice ne peut être égal à 2, car il 
en résulterait, comme on l’a vu, que l'indice de G serait 
lui-même égal à 2, ce qui est contre l'hypothèse; lin- 
dice de G’ est donc égal à 1; mais alors (n° 429, Corol- 
laire) l'indice de G ne peut pas être égal à 7, à moins 
que ce système ne soit formé par les substitutions de 
x — 1 lettres. De là résulte le théorème suivant : 


Taéorème. — S: l'indice d’un système de substitu- 
tions conjuguées est égal au nombre n des lettres, le 
système se compose des x 2582 (nr — 1) substitutions 


formées avec n — 1 lettres. nm $ 6. 


La démonstration ne s'applique pas aux cas de 
n = 3, 4, », 6, 7. Le théorème a été démontré par Abel 
pour n—=5 (OEuvres complètes, 1. 1°, p. 19), et il a lieu 
aussi pour les cas de n — 4, 5, 7, comme on le verra plus 
loin. Le seul cas de n — 6 fait exception; nous établi- 
rons qu’il existe effectivement un système de substitutions 
conjuguées de 6 lettres dont l'indice est égal à 6 et qui 
renferme des substitutions cireulaires des ordres 4, 5, 6. 
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Démonstration nouvelle du théorème relatif à la limite 
inférieure des indices plus grands que 2. 


436. Je vais faire connaître actuellement la démons- 
tration par laquelle je suis parvenu à établir directement 
le théorème de M. Bertrand; j’ai publié cette démonstra- 
tion pour la première fois dans le tome XV du Journal 
de Mathématiques pures et appliquées (1"° série), et je 
l'ai reproduite dans la précédente édition de cet ouvrage. 
Mais en la présentant ici je profiterai des secours que 
m'offrent les propositions établies dans le Chapitre pré- 
cédent, ce qui me permettra d’apporter quelques simpli- 
fications ; la démonstration dont il s’agit sera fondée sur 
deux lemmes que nous établirons d’abord. 


Lemme I. — Soient G un système de substitutions con- 
juguées formées avec n lettres a, a, a,,..., a,_3, b5, Di, 
et G’ le système conjugué formé avec celles des substr- 
tutions de G qui ne déplacent aucune des deux lettres 
bo, b1. Si les systèmes G et G' ont un méme indice p 
supérieur à 1, on pourra construire avec les n — 2 let- 
LES Ags Ayo Ans UT systéme de substitutions con- 


juguces dont l'indice sera =. D'où il suit que lenombre ps 
2 É 
est toujours pair. 


Désignons par vet p les ordres respectifs des systèmes Gr 


‘ “te. au 0 Ni 7 
et G’. Les indices de ces systèmes SELON ME LEE 


Ÿ 
? 


DeDsosan (7 -— 2) 


Ê 
on aura 





; comme ils sont égaux, par hypothèse, 


vy—n(r —1)p. 
Posons 
LrÉE)bo:, S 4 ST a S A 


2 Yp—19°:* 


Get, os 20 Sri S 


y—1? 


p—i° 
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Si l'on représente par F,,'T,,..., 'T _, des substitutions 


P- 
des 7 — 2 lettres a, le système des pp —1.2.3...(n — 2) 
substitutions des 7 — 2 lettres a pourra (n° 413) être 


représenté par 


PRE, SE SEE S 19 
ds TS; T; D35 0e TS, 5 
(1) AVR T, S;, T2 92 pt veus LS, _;; 
SN MR eme e + sé pepe epaU D dr nébselesa lisse 
LEE 


T Su E, 


1L' Let 6 LEE 


ch Sa ee M 


et Je dis que le système des pv —1.2...7 substitutions 
des 2 lettres est compris dans le nouveau tableau 


Eh S,, BILANS 2) Qu ES 
1 T:S,, 292,5, TS, 12 
Fa TES AT TU NO TT UE 


svp ee © - 


RAT AU LIG), AE PTS 


pm —1 


où les substitutions T sont les mêmes que dans le ta- 


bleau (1). Il suffit de prouver que ces LL substitutions 
sont distinctes. Si l’on avait 


T:S; = Ty$y, 
on en conclurait 


or les facteurs T sont indépendants de D, et b,, donc le 
produit S,; Sy qui est l’une des substitutions S; du sys- 


tème G, ne contient pas D, et D, ; il en résulte que S; fait 
partie du système G’. D'ailleurs légalité précédente de- 
vient 

Er MTS 
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ce qui n’est pas possible, d’après la manière dont les sub- 
stitutions T ont été choisies pour former le, tableau (1). 

Le tableau (2) renferme doncioutes les substitutions 
des 7 lettres; or, si l’on applique ces substitutions à 
une permutation quelconque, il y en aura évidemment 
1.2.3...(72— 2) qui transporteront deux lettres quel- 
conques données à deux places déterminées; d’ailleurs 
les substitutions F ne contenant pas D, et.b,, il est évi- 
dent que toutes les x substitutions contenues dans une 
même colonne verticale du tableau (2) donneront à 
et à D, les mêmes places; il y aura donc, dans la pre- 


mière ligne horizontale du tableau, c’est-à-dire dans le 


1.2.3...(7—2) 


système G, ou p substitutions qui trans- 


porteront D, et b, à vase places quelconques et qui, en 
conséquence; substitueront ces lettres, dans la permuta- 
tion primitive, à deux lettres quelconques, parmi les- 
quelles b, et b, peuvent se trouver; en particulier il y 
aura précisément p substitutions qui échangeront b, et D, 
entre elles, Si l’on pose 

U== (b,, b;), 


ces p substitutions seront de la forme 


! 
ri 
DL Sir étant des substitutions indépendantes 


US, SUUS MOUSE ET 


de Pet de D,, Aucune de ces substitutions S’ ne peutse 
réduire à l’unité, ou plus généralement à l’une des substi- 
iutions du système G'; car si S: appartenait à G',.et par 
suite à G, comme US: est aussi une substitution de G:, il 
en serait de même de U.. Je dis que cela ne peut-être; en 
effet, on a vu que les substitutions S;de.G peuvent substi- 
tuer D, et b, à deux letires quelconques, et. inversement 
substituer deux lettres quelconques à 45 et.b,; d’après 
cela, si U appartenait à G, il en serait de même de toutes 
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les substitutions de la forme S;US;", c’est-à-dire de 
toutes les transpositions; l'indice de G serait alors égal 
à 1, ce qui est contre l'hypothèse. 

Cela posé, prenons dans le système G les p substitu- 
tions de G’ avec les p précédentes, il est évident que les 
2p substitutions obtenues, savoir : 


(3) 


! 


1e SU Saone DIR 
p—1? 


US (US 4 USE NH US 


formeront un système conjugué. En effet, les produits 
S,S; et US; X US; —S; S; appartiennent à G, et comme 
ils sont indépendants de b, et de b,, ils font partie de la 
première ligne du tableau (3); pareïllement le produit 
SX US: = UXS,S;, appartenant à G, fait nécessaire- 
ment partie de la seconde ligne du tableau (3). On peut 
conclure de là que les substitutions 


1,1 SENS HS MONET 
(4) 


# f ! 
SAME EE PUCAT 
forment un système de 2p substitutions conjuguées de 


n — 2 lettres; l'indice de ce système est égal à L comme 


on l’avait annoncé. 


437. Lemme IT. — Soient G un système de substitu- 
tions conjuguées, formées avec n lettres 45, &i, &:,..., 
Amis Op Bises, bus, et G' le système composé de 
celles des substitutions de G qui ne déplacent aucune 
des m lettres b. L'indice de G ne peut étre inférieur à 
l'indice uw de G', et si on le représente par u+X, on 
pourra former un système G, de substitutions conjuguées 
de n —m lettres, dont l'indice u, sera égal ou inférieur 
à À}, et dont toutes les substitutions seront contenues dans 
le système G. 
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En effet, désignons par » l’ordre de G, par p l’ordre 
de G’, et posons 

GPA SF re 2RISBE ORS 

CT Si ; shop 


On formera toutes les substitutions des 7 — m lettres a, 
en multipliant les substitutions de G’ par des substitu- 
tions 


1, Lis Lt, Dies 


indépendantes des lettres b. Si l’on multiplie de même le 


système G par ces substitutions T, on formera les py 
produits 


! à 
I, D RER Siret) SAN LS 
p—1? u1 90 ToSsees Toni nc gp S, 9 


et l’on peut démontrer, comme dans la proposition pré- 
cédente, que ces y substitutions sont distinctes, d’où il 
suit que l'indice de G n'est pas inférieur à mu. Mais cet 
indice étant + À, et À n'étant pas nul, le tableau (1) 
n’embrasse pas toutes les substitutions des 7 lettres. 
On formera les À substitutions manquantes, en multi- 
pliant le système G par certaines substitutions 


! ? 
Te D TE 


qui dépendront toutes des lettres b, et l’on aura ainsi le 
tableau suivant, complémentaire du tableau (1) : 


BOUT Si ATIS: + Le TS 55e.) LS 
(a) \r.. T,Si, TiS,..., TS, _,,..., TS 
2 


y — 1] ? 


mer 


0 ee 


DNS TASER er ENT TS 
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Cela posé, les substitutions du tableau (1) sont insuffi- 
santes pour transporter les m lettres b à m places quel- 
conques dans une permutation prise à volonté; car si le 
contraire avait lieu, toute substitution des 2 lettres pour- 
rait se réaliser en effectuant d’abord une substitution $, 
qui amènerait les lettres b'aux places voulues, après 
quoi il resterait à faire une substitution des lettres & qui 
équivaut à l’une des substitutions du système G” suivie’ 
d’une substitution T; le tableau (1) renfermerait donc 
toutes les substitutions des 7 lettres, ce qui est contre 
l'hypothèse. Il résulte de là que, dans une permutation 
des 7 lettres données, on peut assigner m places aux- 
quelles il est impossible de faire arriver respectivement 
les m lettres D, par le moyen de l’une des substitutions (1); 
mais comme il existe évidemment 1.2.3...(7? — m) sub- 
stitutions différentes qui peuvent produire cet effet, il 
faut que ces substitutions soient toutes contenues dans 
le tableau (2). Si donc on applique les substitutions (2) 
à la permutation 


TA 


1 


parmi les Ày permutations obtenues, il y en aura 
102,3, (nm) 


dans lesquelles chacune des m lettres b occupera la mème 
place. Or, en opérant ainsi, ilest évident qu'on applique 
à la permutation A les substitutions obtenues en multi- 
pliant le système 


—! —1| 111 
D PS T > T'S:T CREER) T'S TT’ 


NE om. d ri 
qui est semblable à G, par les substitutions 


I , T° ET 1 .. 9 1j (es 


d 
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donc le système G lui-même est tel, que si l'on multiplie 
ses substitutions par À substitutions 


PAU Un SNS TI 


Pen À 
convenablement choisies, les produits obtenus 


Lee Si De PRES LA Le 
U;, USS,, Lee pfiée: 2 U;S 


Loge à Ut 


TS 
© 
te 


S 


A 15 —1 


comprendront Îles 1.2.3...(7— 1m) substitutions qui 
ne déplacent pas m2 certaines lettres; je désignerai par 
DEA TE Pcémm"letires ettpar af) 47,.:., a; 
1e n — m autres. Soient 


n—In— 1 


Crise à S", SANEPE Me 


les. p, substitutions de G qui ne déplacent pas les m 
lettres b”, on obtiendra le système de toutes les 


1.2.3.:..(72—m) 


substitutions des lettres a’, en multipliant G; par cer- 
taines. substitutions indépendantes des lettres D’, qui 
feront évidemment partie des facteurs 1, U,, U,,..., 
Ü,_,, et que l’on peut représenter par 


BU Uosieddil 


Pi —— | ; 
alors on aura 


Lai 1:9499 4% (nr — m), 


et Le nombre y,, égal ou inférieur à À, exprimera l'indice 
du système G: dont toutes les substitutions sont contenues 


dans G. 


438. Ces lemmes établis, nous passons à la démons- 
tration des théorèmes que nous avons en vue. 
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Taéorème I. — Le nombre n étant impair, si l'indice 
d’un système de substitutions conjuguées, formées avec 
n lettres, est plus grand que 2, cet indice est égal ou supé- 
rieur à n; et quand il est égal à n, le système conjugué 
est composé de toutes les substitutions que l'on peut. 
former avec n — 1 lettres. 


Le théorème est évident dans le cas de 7 — 3; car l’in- 
dice du système étant supérieur à 2, il est nécessairement 
égal ou supérieur à 3. En outre, si cet indice est égal à 3, 


raie \ 12200 Ë D 
ordre dau système est D dis ou 2 qui est un nombre pre- 


mier. Le système est alors formé des deux puissances 
d’une substitution circulaire du deuxième ordre, c’est-à- 
dire d'une transposition. 

Il résulte de là que, pour établir le théorème énoncé 
dans toute sa généralité, il suffit de prouver que s’il a lieu 
pour n — n", il subsiste aussi pour #7 — n/+ 2. En d’au- 
tres termes, nous pouvons admettre que le théorème a 
lieu quand on remplace, dans son énoncé, n par n — », 
le nombre 7 étant un nombre impair, au moins égal à 5. 

Soient G le système conjugué donné dont nous suppo- 
sons l'indice supérieur à 2, et G’ le système conjugué 
composé de celles des substitutions de G qui ne déplacent 
pas deux lettres choisies arbitrairement parmi les » lettres 
données. D’après ce que nous admettons, l'indice de G! 
ne peut être en même lemps supérieur à 2 et inférieur à 
n — 2; cet indice sera donc l’un des cinq nombres 


ou bien il sera supérieur à 7, auquel cas l’indice de G 
sera lui-même plus grand que 7. Nous allons examiner 
successivement ces cinq hypothèses. 

1° L'indice deG' est 1.— Comme, par hypothèse, l’in- 
dice de G n’est pas 1, cet indice est égal (n°° 428 et 429, 


En 
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n(n—1) 


Corollaires) à l'un des nombres », » n(n—i1), 


et en outre, si cet indice est égal: à #7, le système G est 
composé de toutes les substitutions de 7 — 1 lettres. 

2° L'indice de G' est 2. — Dans ce cas, l'indice de G, 
qu'on suppose différent de 2, est l’un des nombres 2n, 
n(n—1),2n{(n—:1) {(n% 428 et 429); il est donc supé- 
rieur à 72. 

3° L'indice de G'est n— 2.— Dans ce cas, l’indice de G 
ne peut être égal à 7 — 2, d’après le lemme I (n° 456), 
parce que 7 — 2 est un nombre impair. Si l’indice de G 
est égal à 7 —:1 ou à #, on pourra former, d’après le 
lemme IT (n° 437), un système conjugué de substitutions 
de 7 — » lettres, dont l’indice sera 1 ou 2 et dont toutes 
les substitutions seront contenues dans G ; on rentre donc 
dans l’une des deux hypothèses précédentes, quand l'in- 
dice de G n’est pas supérieur à n. 

4° L'indice de G! est n — 1.— Dans ce cas l’indicede G 
ne peut être 2 — 1 ; car si cet indice était 27 —:, on pour- 
rait former, d'après le lemme [, un système conjugué de 


. . CIC . mn 7? EC I 
substitutions de 7: — 2 lettres, dont l'indice serait 





LA 





. Fe A 7è A à La . \ 
Or, si nest > 5, le nombre est supérieur à 2 et 


il est inférieur à 7 — 2; nous admettons d’ailleurs que 
l'indice d’un système conjugué relatif à 7 —2 lettres 
ne peut être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 
n — 2; donc l'hypothèse que nous discutons en ce mo- 
ment estinadmissible quand 7 est supérieur à 5. Mais elle 
l’est aussi lorsque 7 — 5, car dans ce cas l'indice de G' 
ne peut pas être supposé égal à # —1— 4, puisque 4 
n'est pas un diviseur du produit 1.2.3. 

L'indice de G, s’il n’est pas supérieur à 7, est donc égal 
à 7; mais alors, d'après le lemme Il, on pourra former 

Ii. 20 
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un système conjugué de substitutions de 7 — 2 lettres, 
ayant 1 pour indice et dont toutes les substitutions seront 
contenues dans G. On rentre ainsi dans la première des 
hypothèses que nous venons d'examiner. 

5° L'indice de G' est n.— Dans ce cas, l’indice de Gest 
nécessairement supérieur à z 3; car, d’après le lemme E, 
cet indice ne peut être égal à 2, puisque # est un nombre 
impair. 

On conclut de là que l'indice de G supposé plus grand 
que 2 ne peut être en aucun cas inférieur à 7, et que si 
cet indice est égal à 7, le système G est formé par les 
substitutions de #2 — 1 lettres. 


A439. Taéorëme Il. — Ze nombre n étant pair, si 
l'indice d'un système de substitutions conjuguées for- 
mées avec n lettres est plus grand que 2, cet indice est 
égal ou supérieur à n, le cas de n = 4 étant excepté. 
Et, si l'indice du système est précisément égal à n, celur- 
ci est composé de toutes les substitutions formées avec 
n — x lettres, le seul cas de n — 6 étant excepté. 


Soient G le système conjugué donné, et G, le système 
conjugué formé par celles des substitutions de G qui ne 
déplacent pas une lettre choisie arbitrairement parmi les 
lettres données. Nous supposons que l'indice de Gest su- 
périeur à 2; quant à l’indice de G, qui se rapporte à 
n — 1 lettres seulement, il ne peut, d’après ce qui précède, 
être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 7 —1t, 
puisque 7 — 1 est un nombre impair. Cet indice de Go 
sera donc l’un des nombres 


1, 2, A —1I, A, 


ou bien il sera supérieur à », et, dans ce cas, l’indice 
de G sera lui-même plus grand que 7. Nous allons exa- 
miner les quatre hypothèses précédentes : 
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1° L'indice de G, est 1. — Dans ce cas, l’indice de G 
est égal à 7 (n° 428, Corollaire), puisqu'on suppose cet 
indice différent de tr. | 

2° L'indice de G, est 2. — Dans ce cas, l’indice de G 
est égal à 272 (n° 428), puisqu'on le suppose différent 
de 2. | 

3° L'indice de G est n —1. — Dans ce cas, comme 
n—1 est impair, le système G, (n° 438) est formé par 
toutes les substitutions de 72 — 2 lettres, et son indice, 
qui est plus grand que 1, est égal (n°° 428 et 429) à l’un 


n(r-—1) 


des nombres 7, » (72 — 1), pourvu cependant 


que 7 soit => 4 (*). En outre, cet indice ne peut être 
égal à n que dans le cas où G renferme toutes les substi- 
tutions de 7 — 1 lettres. | 

4° L'indice de G, est n. — Alors l’indice de G est 
égal ou supérieur à 7 ; il nous reste à examiner le cas où 
cet indice est précisément égal à 7. 

Remarquons d’abord que la première partie du théo- 
rème énoncé se trouve établie par ce qui précède, savoir : 
Si le nombre pair n est supérieur à 4, l'indice d’un 
système conjugué, relatif à n lettres, ne peut être à la 
fois supérieur à 2 et inférieur à n. Dans ce qui va sui- 
vre, nous supposerons 2 — 2 > 4, et, par suite, z > 6. 
Désignons par G’ le système conjugué formé par celles 
des substitutions de Gç qui ne déplacent pas l’une des 
n — 1 lettres relatives à Go, lettre qui peut d’ailleurs 
être choisie à volonté. L'indice de G’ ne peut être à la 
fois supérieur à 2 et inférieur à 2 — 2, d’ailleurs il n’est 
pas supérieur à 23 donc il a pour valeur l’un des cinq 


(*) Nous avons vu {n° 427) qu’on peut former avec quatre lettres un 
système de substitutions conjuguées dont l’ordre est 8 et dont l’indice est 
conséquemment égal à 3. 

20, 
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nombres 1, 2, 2 — 92, n—1, 7. Le cas où cet indice 
serait l’un des nombres 7 — 2, rm —1 se ramène im- 
médiatement, par le lemme IT, au cas où il serait r ou 2; 
or, Je dis que ce dernier cas ne peut avoir lieu; car, si 
l'indice de G’ est 1 ou 2, l'indice de G, sera nécessaire- 
ment l’un des nombres 1, 2, (73 —1), 2 (7 —1) (n° 428) 
dont aucun ne peut être égal à 7, L'indice de G’ est donc 
égal à nr ; mais alors, d’après le lemme I, on pourrait for- 
mer un système conjugué de substitutions de 7 — 2 let- 


2e. L2 L] 72 L2 . L2 L2 
tres, dont l’indice serait 5? ce qui est impossible, puis- 
que l'on a 


7 
2 <T-<Ln— 2. 
2 


Donc notre dernière hypothèse est inadmissible, si le 
nombre n est supérieur à 6. Elle peut au contraire avoir 
lieu quand n = 6, ainsi que nous allons l’établir; mais 
elle est impossible quand 2 = 4, puisque, 4 n'étant pas 
un diviseur du produit 1.2.3, l'indice de G; ne peut pas 
ètre égal à 4. Aïnsi le cas de nr — 6 constitue la seule ex- 
ception à la deuxième partie de notre théorème. 


Du système conjugué d'indice 6 qui comprend 120 sub- 
stitutions de six lettres, et qui n’est pas formé par les 
120 substitutions de cinq lettres. 


440. Il résulte de la démonstration précédente que si 
un tel système existe, celles de ses substitutions qui ne 
déplacent pas deux lettres quelconques forment un Sys- 
tème conjugué de substitutions de quatre letires, dont 
l'indice est 6, et dont lordre est, en conséquence, 


I - 2, d . \ 
sise ou 4. Ce système d'ordre 4 ne peut renfermer, 





outre l’unité, que des substitutions circulaires du qua- 
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trième ordre, des substitutions régulières du deuxième 
ordre formées de deux cycles, ou des transpositions. Mais 
il ne saurait y avoir de transpositions, car le système en- 
tier des substitutions des six lettres n’en saurait contenir, 
comme on l’a vu dans la démonstration du lemme du 
n° 436, lemme qui embrasse le cas que nous considérons 
ici. Si le système d’ordre 4 dont il est question n’est pas 
composé des quatre puissances d’une substitution circu- 
laire du quatrième ordre, il comprendra, outre l'unité, 
les trois substitutions régulières que l’on peut former 
avec les quatre lettres; donc on y trouvera, dans tous les 
cas, une subsutution régulière formée de deux transposi- 
tions. Et, comme il y a quinze combinaisons de six lettres 
quatre à quatre, le système conjugué G dont nous nous 
occupons doit comprendre quinze substitutions régulières 
formées chacune de deux transpositions. Or, deux substi- 
tutions de cette espèce qui auraient un cycle commun et 
une troisième lettre commune ne peuvent figurer dans G, 
car le produit de deux telles substitutions est évidemment 
une substitution circulaire du troisième ordre; donc, si 
l’on distribue les quinze transpositions des six lettres en 
cinq groupes de trois transpositions, de telle manière que 
les six lettres figurent dans les trois transpositions d’un 
même groupe, on obtiendra les quinze substitutions ré- 
gulières de G, en faisant les produits deux à deux des 
transpositions contenues dans un même groupe. Toute 
autre substitution régulière de la même espèce a néces- 
sairement un cycle commun et une troisième lettre com- 
mune avec l'une des quinze dont nous venons de parler, 
et par conséquent elle ne peut pas être contenue dans Gr; 
ainsi ce système ne renferme pas les trois substitutions 
régulières formées avec les quatre mêmes lettres, et, par 
suite, il contient une substitution circulaire de ces quatre 
lettres, | 
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Soient 
430 16e, dise; Vi 
les lettres données, et supposons que le système G ren- 
ferme les puissances de la substitution circulaire 


UE Na Cd). 


Le même système doit renfermer une substitution circu- 
laire U, formée avec les quatre lettres a, b, c, e; on peut 
supposer que & soit mis au premier rang A pa fire mais 
alors c ne pourra occuper la troisième place, car, si cela 
avait lieu, le produit des deux substitutions M É U? 
et U?, qui auraient un facteur (a, c) commun, ne con- 
tiendrait que deux transpositions ayant une lettre com- 
mune à, et il se réduirait à une substitution circulaire 
du troisième ordre, laquelle ne peut figurer dans G. Il 
faut donc que c occupe dans UÜ, la deuxième ou la qua- 
trième place, et alors il occupera dans U* la quatrième 
ou la deuxième. J’appellerai U, celle de ces deux substitu- 
tons dans laquelle c occupe la quatrième place; on aura 


donc 
EP 6 A RS M TOUR BR PE 


pareïllement, le système G renferme deux substitutions 
circulaires du quatrième ordre dont chacune est le cube 
de l’autre, et qui sont formées avec les quatre lettres a, 
b, c, f; je désignerai par U, celle de ces substitutions 
dans laquelle c occupe la deuxième place, et l’on aura 


Hé lasc, 0) ONU. TERRE 


Mais, si l’on prend la première valeur de U,, il faudra 
prendre la deuxième valeur de U, et inversement, car 
autrement U* et U° auraient une transposition commune, 
et leur produit se réduiraït à une substitution circulaire” 
du troisième ordre. Rien ne distinguant jusqu'ici les let- 
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ires e.et f, nous ferons 
U=i(a,b,e,c), U=(a,c,b,f). 

Cela posé, en appliquant successivement les substitu- 
tions U, U;, U, à une permutation quelconque, on trouve 
Dalles te, tord D), 

CAPES a Te Der ANT À 


On voit donc que le système G renferme les trois substi- 
tutions circulaires 





ab ON dla cdehh ins = (ae; bord, fn 


des ordres respectifs 4, 5, 6; ce système s’obtiendra donc 
en multipliant à droite ou à gauche, maïs toujours de la 
même manière, les puissances de Ü par celles de T', puis 
les résultats obtenus par celles de S. En opérant ainsi, on 
formera bien 6 >< 5 x 4 ou 120 substitutions distinctes, 
car il est évident que deux produits, tels que ST U, 
S''T} U”, ne peuvent être égaux, à moins que l’on n'ait 
k= k, j'=j, d'=i. Mais il reste à faire voir que ces 
120 substituiions constituent réellement un système con- 
Jugué. 

En premier lieu, les systèmes conjugués formés l’un 
avec les puissances de U, l’autre avec les puissances de T, 
sont échangeables entre eux. On a effectivement 


UTU-'— T?, UTU——T, UTU— — Ti — Tr, 
c'est-à-dire, 
U'TU "=?" 
et, en élevant à la puissance u, 


? 


« — y “ y 
UOTU = T0 d'où OU TT" US 


ces deux systèmes fournissent donc, par la multiplication, 
un système conjugué de 20 substitutions relatives à cinq 
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lettres ; en mettant à, a, &, a3, a, au lieu de e, c, d, 
b, a, on ferait coïncider ce système avec celui que nous 
avons rencontré au n° 424. 

En second lieu, le système conjugué 


I, P, Bis PS 


dont nous venons de parler, est échangeable avec le sys- 
tème conjugué formé par les puissances de S. D'abord, il 
est facile de vérifier que, quel que soit 7, on peut trouver 
un entier m tel, que chacune des substitutions 


Sr TS" ; S’! US’ 


se réduise à l’une des substitutions P. Le nombre m se 
détermine facilement par la condition que les substitu- 
tions que nous venons d'écrire ne contiennent pas la 
lettre f, et l’on trouve 


SITS — TU — UT, | S'US — T'U — UT, 








S'TS$°— T', SUS?— T'Ui— UT, 
S: TS'— U’, S US: — T: U2— UT: 
STSt — T'U:— UT, | SUS* — T'U:— UT, 





S' TS — T'U:— UT, | S US — 





UF: 
On a donc, quel que soit #, 


SmTS— P,, S"US— P;, 
ou 

TS: — Sn Le US" En SA P; , 
m et & ayant des valeurs convenables. Il résulte de là que 
tout produit de la forme P;S" peut être ramené à la 
forme S"P,; en effet, P; est un produit composé de fac- 
teurs T et de facteurs U, et, d’après ce qui précède, on 


peut faire avancer successivement S° d’un rang vers la 
gauche, en modifiant chaque fois convenablement l’expo- 
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sant y; après avoir répété cette opération plusieurs fois, 
il est clair que P;S” se trouvera remplacé par une expres- 


sion de la forme S° P,. Le système des substitutions P et 
celui des puissances de S étant échangeables entre eux, 
on obtiendra en les multipliant l'un par l’autre un sys- 
tème conjugué d'ordre 24 x 5 — 120 ou d'indice 6. 

Il importe de remarquer aussi que le système dont 
nous venons de prouver l’existence comprend des substi- 
tutions du premier genre et des substitutions du deuxième 
genre en nombre égal. En conséquence, les substitutions 
du premier genre constitueront un système conjugué 
d'ordre 60 et dont l’indice sera égal à 12. 


Des systèmes transitifs de substitutions conjuguces. 


AAA. Lorsque les substitutions d’un système conjugué 
permettent de substituer successivement l’une des lettres 
à chacune des autres, le système est dit transitif. Il est 
intransitif dans le cas contraire. Cette distinction des 
systèmes conjugués en transitifs et intransitifs est due à 
Cauchy; elle a une très-grande importance dans la théo- 
rie qui nous occupe. 

Plus généralement, si les substitutions d’un système 
conjugué permettent de substituer m des lettres données 
à m lettres quelconques, nous dirons que le système est m 
fois transitif, 

Si un système de substitutions conjuguées est m2 fois 
transitif, les substitutions du système permettent de sub- 
stituer m lettres quelconques à m lettres quelconques. En 
effet, le système proposé étant supposé m fois transitif, 
il ya m lettres a;, a;,..., a, qu'on peut substituer à 
m autres quelconques D;, b:,..., b,, distinctes ou non 
des premières. Réciproquement, les substitutions du sys- 
ième permettent de remplacer a;, a:,..., a, par b:, 
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b:,..., b,, et, en conséquence, elles peuvent substituer 
ces dernières lettres à m lettres quelconques. 

Il est évident que le système de toutes les substitutions 
formées avec 7 lettres est 2 — 71 fois transitif, et que le 
système qui comprend toutes les substitutions du pre- 
mier genre formées avec les mêmes lettres est 7 — 2 fois 
transitif. 

On voit aussi qu’un système de substitutions conju- 
guées formées avec 7 lettres est transitif, quand il ren- 
ferme une substitution circulaire d'ordre 7; mais cette 
condition n'est pas nécessaire. En général, un système 
conjugué de substitutions de 7 lettres est mm fois transi- 
üif, quand il renferme m substitutions circulaires des 
ordres respectifs 7, 7 —1,..., rm — im + 1. Par exemple, 
le système d'indice 6, dont nous nous sommes occupé au 
n° 440 et qui est composé de 120 substitutions conju- 
guées de six lettres, est trois fois transitif, car il admet 
irois substitutions circulaires des ordres respectifs 6, 5, 4. 


442. Taéorème |. — L'ordre d’un système m fois 
transitif, de substitutions conjuguées de n lettres, est un 
multiple de n(n—1)...(n—m+i); en d’autres termes, 
l'indice du système est un diviseur du produit 


1 


1.2.3...(n— m). 


En effet, soient À,, À;, A:,... les n(n—1)...(7—m+1) 
arrangements m à m que l’on peut former avec les 7 
lettres données, et 


ar Si5e PL DELSA 


celles des substitutions du système proposé G& qui rem- 
placent les lettres de l’arrangement A; par celles qui 
occupent respectivement les mêmes rangs dans À;. Dési- 
gnons, en outre, par T l’une des substitutions de G qui 
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remplacent les lettres de A; par celles de A4, il est clair 
que les p substitutions 

A ARS a AM D 
remplaceront les lettres de A; par celles de A. Le nombre 
des substitutions qui remplacent A; par A; ne peut donc 
être moindre que le nombre de celles qui remplacent A; 
par À,;, et réciproquement ce dernier nombre ne peut 
être inférieur au premier. 

Il résulte de là qu’il y a, dans le système proposé, un 
mème nombre p de substitutions qui remplacent l’arran- 
gement donné À; par chacun des arrangements À,, À,, 
À,,.... Si donc on appelle g l’ordre du système G, on 
aura 

—=n(nr—1)...(r—m+i1)Xp, 


et l’indice du système sera 


(72m). 


LE ———————— « 


p 


F | 
be 
Û 
et) 
à 
Le 1 
D 
co 


cet indice est en conséquence un diviseur du produit 
1.2.3...(72— 1m), et l’on voit en outre qu’il est égal à 
l'indice du système conjugué formé par les p substitutions 
qui remplacent l’un des arrangements A; par lui-même. 
De là résulte la proposition suivante : 


CorozLaire. — 2 un système G de substitutions con- 
juguées est m fois transitif, celles des substitutions de G 
qui laissent immobiles m lettres choisies à volonté for- 
ment un système conjugué G' dont l'indice est égal à 


l'indice de G. 


443. Tréorème IL — Un système de substitutions 
conjuguées dont l'indice est supérieur à 2 ne peut étre 
m fois transitif, s’il renferme une substitution qui ne dé- 
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place que i lettres, le nombre à étant supposé égal ou 
inférieur à m. 

En effet, supposons que le système proposé G renferme 
une substitution S qui ne déplace que : lettres; le nom- 
bre n étant au moins égal à £, et le système G étant m fois 
transitif, ce système renferme une substitution T qui 
remplace les z lettres contenues dans S par lettres choiï- 
sies arbitrairement; par conséquent, il renferme aussi 
la substitution TST-' qui est une substitution quel- 
conuque semblable à S. 

La substitution S étant décomposée en cycles, soit 


LAC CVONARER 
et formons la substitution semblable 
Se GET CT +.) 
le produit 
SDS CC 
appartiendra au système G. Si l’ordre p du cycle C est 


supérieur à 2 et que l’on ait 


C—{(a, di; Aires A) CPATDE 


nous ferons 
CEE 
C = (4; Agir Aynosees Mo Ai ai) 


et nous aurons 
SA (ds Met le 


Le cas de x — 3 est compris dans ce qui précède, on a 
alors C'=— C; mais si u — 2, et que l’on ait 


GE (&, &i)) 


comme il y a au moins une lettre a, non contenue dans S, 


nous ferons 
CE (a , Q)) 
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et nous aurons encore 
PS di Us 


Aïnsi, dans tous les cas, G renferme une substitution 
circulaire du troisième ordre; donc, si m est égal ou supé- 
rieur à 3, G renferme toutes les subsuitutions circulaires 
de troisième ordre, et en conséquence son indice est égal 
à 1 ou 2 (n° 418). 

Le cas de m— 2 échappe à cette analyse; mais, dans 
ce cas, le système G contient, par hypothèse, une des 
transpositions formées avec les lettres données; donc il 
les renferme toutes et son indice est égal à r. 


CororLaire. — Un système de substitutions conjuguées 
doublement transitif, dont l'indice est supérieur à 2, ne 
renferme aucune transposition; pareillement,un système 
triplement transitif, dont l'indice est supérieur à 2, ne 
renferme aucune transposition et aucune substitution 
ctreulaire de trois lettres. 


444. Tuéonëme IT. — S7 l'indice d’un système m fois 
transttif de substitutions conjuguées formées avec n 
lettres est supérieur à 2, cet indice est un multiple du 
produit 1.2.3...m. 


En effet, soient 
À, TARN he À 
les 
NÉS TR An 


permutations formées avec mn des lettres données choisies 
arbitrairement, et 


1, T,, 5 #4 Pr 


les M substitutions de ces mêmes lettres, Soient aussi 


Prat SHRS D 


celles des substitutions du système proposé G qui ne dé- 
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placent pas les m lettres que nous venons de choisir, et 
qui, en conséquence, remplacent l’arrangement A, par 
lui-même. Il y a, dans le système G, comme on l’a vu 
dans la démonstration du théorème [ (n° 442), o substi- 
tutions susceptibles de remplacer les m lettres de A, par 
celles qui occupent les mêmes rangs dans A;; mais, pour 
exécuter une telle subsütution, il suffit évidemment de 
faire d'abord une substitution du système T qui amènera 
les m lettres de À; aux places voulues, après quoi il restera 
seulement à exécuter une substitution S” de 7: — m let- 
tres. D'ailleurs, les deux substitutions que nous em- 
ployons sont échangeables entre elles puisqu’elles n’ont 
pas de lettres communes, et les pM substitutions dis- 
tinctes du système G qui sont susceptibles de remplacer 
l’un des arrangements À par un autre arrangement formé 
des mêmes lettres peuvent êire représentées par 


T;, Si; PRE 5 


Erw 
44 st, T; His FE; st, SI AR, | T: s°” " ;] 
p— 
Le Sue, TS 12 sg ASE 1 s(?) 
Pa 
& D se ea 0.06) vd» 0e [0 9 17e se: e_06 e sous re7t os crettleron/atesereanshers 
(M1) (M1) (M1) 
Tes 50 2 Le S, ne D Ty LR 1° 


où S désigne généralement des substitutions qui ne dé- 


pendent pas des m lettres contenues dans les arrange- 
ments À. Le produit de deux quelconques de ces substi- 
tuüons appartient au système G; d’ailleurs il est de la 
forme T;,S', S’ étant indépendant des m lettres contenues 
dans A; donc il fait nécessairement partie du tableau 
précédent; il en résulte que les Mp substitutions de ce 
tableau forment un système conjugué. On voit en outre 
que les substitutions S, qui figurent comme facteurs : 
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dans deux substitutions de ce système, ne peuvent être 
égales entre elles; en effet, il est évident que sij = à, on 
ne peut trouver dans notre tableau les deux substitutions 
T;S et T,S,et la même chose a lieu si j est différent de à, 


car autrement on trouverait aussi (T;S)(T;S)-t ou TT", 
ce qui est impossible d’après le théorème IT (n° 443), 
puisque cette substitution ne déplace que m lettres au 


plus. En conséquence, les Mp facteurs S du précédent 
tableau, savoir : 


1; Si» be Léa nées S 19 


qi st}, SU/,..., gt , 


0 ] P — ] 
(2 2 4 
a S° ) S( ) g(?) ; 
° i 2 p—i 
2... 6 ee e. - Abel Se +! « . 9 
(M—1) (M—1) -(M—1) (M—1) 
5, , S, 9 9 OT De 


constituent un système de Mp substitutions conjuguées 
formées avec 72 — m lettres ; l'ordre Mb de ce système est 
donc un diviseur dn produit 1.2.3...{7—m), et l’on a 

1.2.3..,(72 —m) 


re sue 70) 
1 | 


Or, par le théorème I (n° 442), le premier membre de 
cette égalité est précisément l’indice du système G; cet 
indice est donc un multiple de r.2...m. 


Remarque. — Le théoréme que nous venons d'établir 
comprend, comme cas particulier, la proposition que 
nous avons présentée au n° 436 à titre de lemme. On 
peut effectivement conclure de ce qui précède le corol- 
laire suivant : 


CorozzaimEe. — St un système de substitutions conju- 
guées formées avec n lettres est m fois transitif, et que 
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l’indice p de ce système soit supérieur à 2, on peut for- 
mel un système de substitutions conjuguées de n — 1m 


lettres dont l’indice est ns 


Le DS 11) 
445. TaéorèmMe IV. — Un système de substitutions 
conjuguées de n lettres, dont l'indice est supérieur à 2, 


72 L C2 
ne peut étre plus de 5 Jois transitif (*). 


En effet, quand l'indice 4 d’un système m fois transitif 
de substitutions formées avec 7 lettres est supérieur à 2, 
cet indice est en même temps un multiple de 1.2...m et 
un diviseur der.2.3...(r2 — m). On ne peut donc pas 
avoir 


n 
MmDœn—M OÙ mMm—>—. 
2 


On peut même ajouter que : $7 n est supérieur à 6, 
il n'existe point de système de substitutions conjuguées 
formées avec n lettres dont l'indice soit supérieur & 2, 


RON EEE CH 7” 
et qui soit — fois transitif. 
2 


En effet, si un tel système existe, désignons-le par G et 
soit T l’une de ses substitutions. Supposons que la sub- 


/ 


’ . " 722 
stitution T remplace les — lettres 
#4 


dos is Asso.) Ah > 4, 
ne ——1 
2 2 
par : 
! ' ' ! LE . 
Ajo Ajy Myyeoy Qn y Q, ; 
——2  —-—: 
2 3 





(*) Ce théorème a été démontré par M. Émile Mathieu dans un Mé- 
moire qui fait partie du tome V du Journal de Mathématiques pures et 
appliquées (2° série); M. Mathieu a également démontré le théorème II 
dans ce Mémoire. 
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le système Grenferme une substitution U qui remplace 


A2 nf 
ces — dernières lettres par 


Los is Ange. 


Ld e 14 /2 » 
b étant une lettre différente des — lettres a dont est formé 
2 


le prèmier arrangement; la substitution UT —S ne se 
réduit pas à l'unité et elle ne déplace pas les lettres 


dos A5. 4,  ; donc le système G renferme une sub- 


— — 2 
9 


À 


LA : : n 
stitution qui ne déplace que — +1 lettres. 
GA 
Décomposons cette substitution S en cycles, et soit 
S =— CC ere .. 
si T désigne une substitution quelconque de G, TST-1=—S/ 
sera une substitution de G semblable à S; posons 


AN J'TE ! r r 
SANT LEE TNT 
71 
Comme S et S’ ne renferment que — + 1 lettres, on peut 
2 
choisir T de manière que l’on ait 


Ci== C7 


{ 


vs C5 en PEL 
on aura alors 


GEO 


La substitution SS' appartient à G, et l’on peut même 
choisir à volonté les lettres de C’ à l’exception d'une 
seule. Supposons que l’on ait 


CZ ds AU) 


Si i= 2, C se réduit à (45, a), C' sera de la forme (0, b:) 
en choisissant l’une des lettres b,, b, parmi celles qui 
1e #1 
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ne figurent pas dans S; la substitution SS'-ne déplaçant 
au plus que quatre lettres, on a nécessairement (n° 443) 


A 


7è e_# ses a) 
hr TURN 0. 
2 


Sizest => 2, on peut faire 
Costa b, as à (LIRE ETES a): 


on n’est pas libre du choix de b; si cette lettre diffère 
de a;, le produit SS' ou CC'est (a,, b)(a;, a), et l’on 
conclut, comme précédemment, que 7 est au plus égal 
à 6. Si la lettre D n'est autre que 4,, on a 


\/ \ 
SSi= te tar) 


ce quine peut avoir lieu que dans le cas de 7 = 4 où 
l'indice du système deux fois transitif est 2. 


Des expressions susceptibles de représenter l’indice 
d'un système intransitif. 


4146. Soient G un système intransitif de substitutions 
conjuguées de 7 lettres, et 


Ai Bipoos À, 


les & lettres que a, peut remplacer par les substitutions 
de G. Si a, et a; désignent deux quelconques de ces lettres, 
le système G renfermera deux substitutions telles que 


Fab D. 

|) ) 3 

SES. TARRE 

or le produit de la deuxième substitution par l'inverse 
de la première a pour effet de remplacer la lettre a; par 
a;, donc les substitutions de G peuvent transporter l’une 
quelconque des lettres a à la place d’une autre lettre quel- 


conque du même groupe. Réciproquement, toute lettre 
susceptible de remplacer une lettre a; par les substi- 
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tutions de G appartient au mème groupe. Car si la 
lettre a peut remplacer a;, par une substitution de G, 
cette substitution combinée avec l’une des précédentes 
permettra de remplacer a par &, et, conséquemment, la 
lettre & fait partie du groupe considéré. 

Soit D; l’une des lettres données non comprises dans le 
groupe précédent; le raisonnement que nous venons de 
faire prouve que à, fait partie d’un deuxième groupe de 
lettres 


qui ne peuvent que s’échanger entre elles par les substi- 
tutions de G, et en continuant ainsi on voit que les 
n lettres données peuvent être partagées en divers groupes 


is dipeves dE) 


MD RO PA 


de telle manière que les substitutions de G ne puissent 
qu'échanger entre elles les lettres de chaque groupe. En 
d’autres termes, chaque substitution $S de G sera de la 


forme 
S—. ABAGP. 5 


À, B, C,... étant des substitutions qui ne déplacent res- 
respectivement que des lettres &, des lettres D, des 
lettres c, etc. 

‘Il est évident que les substitutions À forment un sys- 
ième transiuf relatif à «& letires, et de même les substitu- 
tions B, C,... forment des systèmes transitifs relatifs 
à 6 lettres, à y lettres, etc. Désignons par & l'indice du 
système conjugué formé des substitutions À, et par Ç l’in- 
dice du système G. 

Il peut arriver que les substitutions A soient en même 

21. 


324 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


nombre que les substitutions de G, et, dans ce cas, on 
aura 


L00,3 PE Tr Ed 
RTE SP CRE TANT É 
d’où 
| PES FRS 
() ges dent nl 


RE Pie ur 


Mais si l’ordre w du système A est inférieur à l’ordre » 
de G, il y aura nécessairement dans ce dernier système des 
substitutions telles que AT, AT’ composées d’une même 
substitution À et de deux substitutions T, T’ indépen- 
dantes des lettres a.... Le produit de l’une de ces sub- 
stitutions par l'inverse de ‘l’autre ne déplace pas les 
lettres a et, en conséquence, le système G renferme un 
certain nombre p de substitutions 

rl À Lyc finie 
qui ne dépendent pas des lettres a et qui forment un sys- 
tème conjugué que nous désignerons par G”. Maintenant, 
soit À; T” l’une des substitutions de G qui renferment le 
facteur A;, ce système contiendra les p substitutions 


APT A, TT: ATHLE. 74 ATT, _;; 


mais il ne contiendra aucune autre substitution renfer- 
mant le facteur À,; car une telle substitution peut se 
mettre sous la forme A, T’O, et si elle figurait dans G, 
© y figurerait aussi. Comme À, désigne l’une quelconque 
des p — 1 substitutions du système À, distinctes de l’unité, 
on voit que G contient up substitutions; ainsi l’on a 
y — up, ou, en désignant par (Ç’ l’ordre du système Gr, 


LA BRIE 122) Be 2 CU MU GLEN EN 


© ————— © © —— 0 


G L ÿ 
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ce qui donne 


OS Ph Ÿ 
(2) GG ——— ©  ïw0. 
CEE a ja er. (7 = œ)] 
Si l’on suppose que le système G se réduise à la seule 
substitution égale à r, on aura 


DE T0 dia 2H), 


en sorte que l’on peut regarder la formule (r) comme 
comprise dans la formule (2). 

On peut raisonner sur le système G' comme nous 
l'avons fait sur le système G, et l’on aura en conséquence 


bu eee rather ip ça 
J ORNE en proue e 2e) 0) 1 


L] 


vd étant l'indice d’un système transitif relatif à 6 lettres, 
et Ç” l’indice d’un système relatif à 2 — x — 6 lettres. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce qu'on rencontre 
dans la série G, G’, G/,... un système conjugué qui ne 
soit plus intransitif et qui se rapportera alors au dernier 
des groupes de lettres données ; les formules précédentes 
donneront 


(3) GC—= MAUVE. 1, 
en posant 


T49209MA, 72 


A à nd 


avec 
RE ci: 6 SSI SEESrALrE 


La formule (3), qui a été indiquée par Cauchy, nous 
fait connaître l’expression des nombres susceptibles de 
représenter les indices des systèmes intransitifs. 
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4AT. I] faut remarquer que la formule (2) peut s’écrire 


_ n(n—1)...(R7—a+1r) 
SE CT M LT 





et comme & ne peut avoir que les valeurs 1, 2,...,(n7 —1), 
le premier facteur de cette expression de G est l’un des 


nombres 

mn n(n—1) 

M TT TEE cie à 

ï re 
dont le minimum est 2. D'ailleurs .b et Ç’ sont des en- 
tiers, donc G est au moins. égal à 7. On voit même que, 
pour avoir Ç = n, il faut que l’on ait 


MS PRO) == PS MISES MR 


et alors le système proposé G est évidemment composé 
des 1.2.3...{n—1) substitutions de nr — 1 lettres. 

_ La formule précédente montre*encore que si G est su- 
périeur à 7, cet indice est au moins égal à la plus petite 


des valeurs 


NAN; A 


< 


Sur la limite des indices supérieurs à 2, dans le cas 
des systèmes transitifs. 


448. Nous présenterons ici avec quelques modifications 
la démonstration que Cauchy a donnée du théorème de 
M. Bertrand, dans un Mémoire inséré au tome XXI des 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 

D’après ce qui précède, l’indice d’un système intransi- 
tif ne peut être inférieur au nombre des lettres; donc, 
pour établir le théorème que nous avons en vue, il suffit 
de considérer les systèmes transitifs. 


Je dis que l'indice d’un système transitif G relatif 


SECTION IV. — CHAPITRE IIT. 327 


à n lettres ne peut être en même temps supérieur à 2 et 
inférieur à 7, à moins que # ne soit égal à 4. Pour cela 
nous distinguerons trois cas. 

1° Le système G est simplement transitif. — Dans ce 
cas le système G”, qui comprend celles des substitutions 
de G qui ne déplacent que 7 — 1 lettres, est intransitif et 
son indice est égal ou supérieur à 7n— 1. Cet indice est 
aussi celui de G, et je dis qu'il ne peut pas être égal à 
n—1sin est >4. En effet, si G et G’ avaient 7 —1 
pour indice, le système G’ (n° 447) serait formé par les 
substitutions de 2 — 2 lettres, et ces substitutions feraient 
partie de G; or le système G ne peut pas contenir toutes 
les substitutions de 7 — 1 lettres, car autrement il ne 
serait pas transitif, ou il serait composé de ioutes les 
substitutions des 7 lettres, et alors son indice serait égal 
à 1. Cela étant, sin est > 4, on ne peut pas admettre que 
le système G, d'indice 7 — 1, renferme toutes les substi- 
tutions de 7 — 2 lettres; car si cela avait lieu, l'indice 


n(n—1) 


de ce système serail égal à l’un des nombres ed 
n (nr —1) (n° 429, Corollaire), ce qui implique contra- 
diction. Donc, si z est > 4, l'indice de G’ ou de G est 
au moins égal (n° 447) au plus petit des deux nombres 


1), (r —1)(z — 2) 


2 (n — : 


- Par suite cet indice est supé- 
rieur à Z7. 

2° Le système G est deux fois transitif. — Alors le 
système Gest simplement transitif, et si l’on an —1 4, 
l'indice de ce système, qui est aussi celui de G, sera au 


moins égal au plus petit des deux nombres 


.. 2(a—2)=2+(r—4), 
(r— 2)(2 — 3) (7 —1)(r —6) 


MER —— 7 9 
où 2 


lesquels ne sont pas inférieurs à n, quand 7 est supérieur 
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à 5. Nous nous référons pour le cas de 7 — 5 au théo- 
rème du n° 433. 

3e système G est au moins trois fois transitif. — 
Soient &o, a,,...,4,_1 les lettres données et 


I, Si» SE SAS, 


ll 


les substütutions de G. Désignons aussi par T; la trans- 
position (a, a;). Si l’on multiplie à droite, pour fixer les 
idées, par 

AE TP, SES €) Las 


les substitutions de G, on obtiendra nu produits qui 
seront distincts, si l'indice de G est supérieur à 2; car si 
l'on avait 

LS Se 
on en conclurait 
1 


TT SES", 

et par conséquent la substitution T° T, ferait partie de G. 
Or ce produit est une substitution circulaire de trois 
lettres, à moins que l’un de ses facteurs ne soit égal à 1, et 
dans ce cas elle se réduit à une transposition. D'ailleurs, 
dans notre hypothèse, le système G ne peut renfermer 
une telle substitution (n° 443, Corollaire); donc les 
nu produits que nous avons formés sont distincts, ce qui 
exige que zu ne soit pas supérieur à 1.2...72, C'est-à- 
dire que l’indice de G soit au moins égal à 7. 
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CHAPITRE IV. 


SUR QUELQUES CAS PARTICULIERS DE LA THÉORIE 
DES SUBSTITUTIONS. 


’ 


Sur les fonctions linéaires de la forme spl . 
a T +0 

449. Les développements que je me propose de pré- 
senter ici nous conduiront à des conséquences intéres- 
santes au point de vue de la théorie des substitutions, et 
ils trouveront en outre plus loin leur application dans la 
théorie des équations. 

Soit posé 

ax + b 

(1) GA ES AR CLUA , 
a, b, a!, b!' étant des quantités quelconques données ; 
faisons aussi 


OU AN Re A0 ere 0 pores 


il est très-aisé d’avoir l'expression générale de 8"x. 
Soit en effet 
Anse rte bn 


1 24 
a x +0 
m m 


(2) ET 


on pourra écrire, d'après la loi de formation des fonc- 
tions Px, 0x,'etc., 


‘mt ? 


LA 
| Un = lni+ da 


PER ART ! FE 
LE —— a m1 Di b LEE , 


(3) | bn — A dm + bb’ 
\ 


m—1 ? 


b —= a 028% blh) 


LA 
m m—\ 


: À : , 
Pour tirer de ces équations les valeurs de 4,,, a, by; ne: 
en fonction des quantités connues a, a/, b, b', désignons 
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par z une quantité telle, que l’on ait 
» bb 
(4) MÉTIER 
les équations (3) donneront 


m—i1 


Am + az — (a + a'z) (am + a 2), 


bn ze b,z=— (a Le a'z) (bn QE b,_,z); 
d’où l’on tire 
(6) 


(4 là 
(an az ae rasir, 


| bn " CARE es z (a + a'2)", 


En outre, l'équation (4), qui est. du deuxième degré, a 
deux racines, et si l’on désigne ces racines par z et z, 
on aura encore 

an+ a, =(a+ az, 


6 
(6) bn + 6,2 —=2 (a +a!'z'\n, 


Les équations (5) et (6) déterminent les valeurs de a, 





an DES ba: 
En faisant, pour abréger, 
(7) 26 — Va Bab par), 
et 
P —=(a+b Hot) + (a+ b— ot}, 
(8) (a +b + or)" —(a+ bd — 21)" 
LR 2t { 


on trouve aisément 


Tni== 
om-H1 
= 3 
Cp NU 
9 
bn EE b Qn, 
om 
b! re Pr —(a ES b ]Qn, 
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équations dont on déduit 


r 

fra by a — b' 

FAIR 7 FRS, 1 , 
Un 12 


(10) On b 





! L 293 / ' ) 3 
An0, — ne, —(4ab ET ba We 


en sorte que, si l’on a 
ab'— ba —=Æ x, 
on aura aussi 
[A 
am 02 ba + r, 


[212 


450. On connaît donc les coeflicients de la fonction 
6"x en fonction des quantités connues a, b, a', D'. À la 
vérité, notre analyse semble en défaut si t est nulle, car 
dans ce cas, les racines z et z’ étant égales, les équa- 
tions (6) ne diffèrent pas des équations (5); mais, 
comme les équations (8) et (9) ont lieu quelque petite 
que soit £, il en résulte qu'elles subsistent pour {= 0: 
on a, dans ce cas, 

Po (a+ by, 
Qenromae ubl)ri, 
et, par suite, | 


L 


(a + b'}+om(a— b')(a + br 








GR m 4 
2, 

; ma’ (a + by" 

ln om—1 ? 

(x1) 

PTE mb(a+b'}" 
LL NE oni—i U 

el (a + b'}— ma — b')(a + b'}"— 
PT on Fig, PE Ut To CNE é 


Ici les quantités a, db, a!, b' doivent vérifier l’équation 


(12) (a + 8} — 4 (ab — ba’), 
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et l’on peut écrire la valeur de 6"x comme il suit : 


AR En 


\ r 
DT 


}e+ 20 


a ri (a __De— 


eur 





In 


On voit que si l’on fait croître indéfiniment le nombre mn, 
8, x converge vers la quantité 


AE A NE AP À 

2x a 60 

a—b' —b! 
2 ah Ag 

lesquelles sont égales entre elles en vertu de la rela- 

tion (12). 


qui a pour valeur l’une des constantes 


A5I. Proposons-nous maintenant de trouver la condi- 
tion nécessaire et suflisante pour que l’on ait identique- 
ment 


(T3) x EE 
c’est-a-dire 

À 
(14) a, vb, 9 10) b,—o. 


On voit immédiatement qu'on doit exclure le cas parti- 
culier où l’on aurait 


ep a pre BE pa 
car les équations (11) montrent que, pour satisfaire aux 
équations (14), il faudrait que l'on eût 
a+ b'—0o , 

par suite, 

ab’ — ba = 0, 
et alors la fonction 0x ne dépendrait pas de x. Cela étant, 
on voit par les équations (9) que, pour satisfaire aux 
équations (14), il est nécessaire et suffisant que l’on ait 
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ou 
(a + b'+ at) — (a+ bd — 21). 
On tire de là 
2)T 2 Àr 
a+b'+ot—{(a + b—2t)| cos — + VEsin tr 
p p 
ei 


(15) 2e (a + b')tang EVE, 


en désignant par À un nombre entier qu’on doit supposer 
premier avec w pour qu'il faille effectivement exécuter 
u fois sur x l'opération désignée par 0 avant de repro- 
duire x. 

La comparaison de cette valeur de 24 avec celle qu’on 
tire de l’équation (7), donne 


(16) (a + b'}?— Alab' — ba') cos! A uit 
ce 


ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que 
l’on ait 
Gin 

Si l’on suppose que les quantités a, b, a', b' soient 
réelles, l’équation (16) montre que la quantité ab! — ba’ 
doit être positive, le cas de = 2 étant excepté. Et comme 
on peut, sans changer la fonction 0x, multiplier les con- 
stantes a, D, a/, D’ par un facteur quelconque, on voit que, 
sans Lee la Soalité de la solution, on peut supposer 


(17) ab! — ba —1; 
alors l'équation (16) donne 
1 
(18) a + b'— 2 cos: 
E- 
Nous ne mettons pas le signe Æ devant le second membre, 


parce qu'on peut, si on le Juge à propos, changer les 
signes des quatre quantités &, b, a’, d”, 
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Des équations ( 7)et(18)ontire 


} 
ba C aus t), 


P 
I Àr 
9) PRET T, Pie) ee +7 
Fe : 
, b DT Pr 


et la fonction 0x a pour valeur 


ÀT 
d'— 24 COS — HI 
l 


a! 


(20) Dre . 


; _ 
ALU OCO0S== 
£ 


Les quantités a et a’ demeurent indéterminées;, quant 





à À, c’est un nombre entier quelconque premier avec y. 
Si l’on continue de poser 








m Ra nm? BTE b;, 
FARM LB CT 
(0 PRE es ms mn 
on trouvera aisément 
. Mr . (m—1)àr 
a sin — sin 
ln = F Fr , 
. Àr 
sin — 
pe 
sou 77 Àr 
sineos 
PA pre a! pesatse , 
nr | Àx 
sin — 
Le 
(21) É À . Mr 
a —2aCc0S — +1 Sin 
pi RAR POP 
a AT 
sin 2% 
| H 
. (m<+i)àr . mr 
SA — — Q Sin —— 
DE 
rTG À 
sin — 


le 
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Des équations (19) et (21) on tire 














Ù m ÀT 
ee tn A COST |} 
à F 
(22) 4 L mir. 
a — PE EE I 
bn — — NT MT M Li € cb j 
ad 
el 
| OUT . (m—1)àr 
Am SIN — + SIN ———— 
Fi ÈS NU RU LE. RER OS IRER 
. Mr 
sin 
Æ 
. Àr 
SIN —+- 
[24 
a = ‘4 — ; 
. Mr 
SIN —— 
} 
23 < 
) \ L Àr HR 
a Fr € 2 An cos —+- I sin FT, 
pre F L 
Des Ce 1 PSE CET RE 
a, . mr 
sin 
Fe 
. (m<+i)àr AT 
SO —— — An SIN — 
PEUR LRe À nb HA 
| "+ MT 
1 Siri 
\ EH 


Ces formules permettent de résoudre la question sui- 
vante : 


j que danz +0} 
Étant donnée une fonction linéaire na Er » (rOuver 
a TL [222 


nt 


a st AA ax + b j | 

une fonction linéaire 0x — -—— telle, que l’on ait 
ax + b 

identiquement 

__ AnT sa be 


LL 
RTE mpeg" R 
AnX cs: nt 


On voit que le problème n’est possible que si les quan- 
tés données a,,, b,, as, b,, satisfont aux équations (22). 


336 COURS D ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


Des fonctions rationnelles linéaires prises suivant un 
module premier. 


452. Nous allons considérer ici, à un point de vue 
particulier, les fonctions rationnelles linéaires de la 
forme 

az + b 
I GE nr RE 
( ) az + pr 


dans lesquelles z est une variable indépendante. Nous 
supposerons que les constantes a, b, a', b' soient des 
nombres entiers positifs, nuls ou négatifs, et nous con- 
viendrons, en outre, de prendre les résultats suivant un 
module premier impair p; en d’autres termes nous re- 
garderons comme équivalents les entiers qui sont con- 
grus relativement au module. Les développements qui 
vont suivre conduisent à de conséquences intéressantes 
pour la théorie des nombres et qui sont surtout utiles 
dans la théorie des substitutions ; je les ai présentés, pour 
la première fois, dans un article inséré au tome XLVIIT 
des Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 
Comme nous faisons abstraction du cas où 0z se réduit 
à une constante, la différence ab'— ba' ne sera jamais 
congrue à zéro suivant le module p; cette différence sera 
dite le déterminant de la fonction linéaire 8z. On peut 
sans changer cette fonction multiplier les quatre con- 
stantes a, b, a', b'par un même nombre #; le détermi- 
nant se trouve alors multiplié par Æ?, et il sera, après 
comme avant la multiplication, résidu quadratique ou 
non-résidu quadratique de p. D’après cela, nos fonctions 
linéaires peuvent être classées en deux genres; le pre- 
mier genre comprendra les fonctions dont le détermi- 
nant est résidu quadratique, tandis que celles dont le 
déterminant est non-résidu constitueront le deuxième 
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genre. Mais on voit que l’on pourra toujours faire en 
sorte que, dans le premier genre, le déterminant soit un 
résidu quadratique quelconque donné, 1 par exemple, et 
pareillement que, dans le deuxième genre, le déterminant 
soit un non-résidu quelconque donné. 

L'expression générale de 0z comprend des fonctions 
entières et des fonctions fractionnaires; les premières 
peuvent être ramenées à la forme . 


(2) f + Az, 
et les dernières à la forme 


(5) Le. 


A 
Dan Bd -< 





? 


À désignant dans les deux cas le déterminant de la 
fonction. 

Dans les formules (2) et (3), le déterminant A peut 
recevoir les p — 1 valeurs 


Cu M uit, 
parmi lesquelles il y a autant de résidus que de non -ré- 
sidus ; les constantes f et g peuvent recevoir les mêmes 
valeurs, et, en outre, la valeur zéro. Il s'ensuit que le : 
nombre des fonctions entières est p (p — 1) en compre- 
nant la variable z elle-même, et que celui des fonctions 


fractionnaires est p° (p — 1) ; par conséquent, le nombre 
total N des fonctions linéaires suivant le module p est 


(4) N=1{prtahMppis 1}: 
et le nombre des fonctions du premier ou du deuxième 


I 
geure est — N. 
2 


453. Soient 0z et 0, z deux fonctions rationnelles li- 
néaires prises suivant le module p; pour abréger le dis- 
cours, nous nommerons produit de la fonction linéaire 

IT. 22 
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0, z par 0z le résultat 60, z que l’on obtient en exécutant 
d’abord sur la variable z, l'opération désignée par 06,, 
puis sur le résultat 68, z, l'opération désignée par 4; cette 
définition s'étend naturellement au cas de trois, de qua- 
tre, etc., fonctions linéaires. Le produit de m fonctions 
linéaires égales à 0 z, c’est-à-dire le résultat que Pon ob- 
tient en exécutant m2 fois sur z l’opération 6, sera la 
no puissance de 0z, et nous la représenterons par 0rHB< 

Le produit de deux fonctions linéaires a pour déter- 
minant le produit des déterminants des facteurs. Si, en 


effet, on pose 


az + b a, 3 + b, 
RE PR LEE à 
a z + b'? : a',3 + b' 
on aura 
a (aa; + 6a)z+(ab; + bb)  Az+B 
Lu diatansdible plz Hal CODE) ot) nt Be 
1) 
et 
(AB’ — BA’) — (ab! — ba'){a; bi — b,a 


On conclut de là que le produit de tant de fonctions 
linéaires que l’on voudra est une fonction linéaire dont le 
déterminant est égal au produit des déterminants des 
facteurs. D'où il suit que la fonction produit appartiendra 
au premier ou au deuxième genre, suivant que le nombre 
des facteurs du deuxième genre sera pair ou impair. 

Il est évident que l’ensemble de toutes les fonctions 
linéaires forme un groupe tel, que le produit de plusieurs 
fonctions du groupe fait aussi partie de ce groupe. On 
voit par ce qui précède qu il en est de mème de l’ensemble 
des seules fonctions linéaires du premier genre, mais 
non pas de l’ensemble des seules fonctions du deuxième 


genre. 
- 454, Considérons la série indéfinie 


(5) ge 02, O2 INOS ENS 
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formée par la variable z et les diverses puissances de la 
fonction linéaire 0z pour le module premier p. Comme 
le nombre des fonctions linéaires est limité, la suite pré- 
cédente ne pourra jamais offrir qu’un nombre fini de 
valeurs distinctes suivant le module p, et, par conséquent, 
quelques-uns des termes de cette série se trouveront né- 
cessairement reproduits une infinité de fois. Supposons 
que l’on ait identiquement 


Ohms 0"mz. onu 007: 073 (mod. P) , 


on pourra écrire z au lieu de 6"z, et l’on aura identi- 
quement 


(6) Oz—z (mod.p), 


d’où l’on conclut aisément 


quels que soient les entiers positifs À et p. On peut con- 
venir d'étendre cette formule à toutes les valeurs positives, 
nulle ou négatives de p, en sorte que l’on aura en parti- 
culier 


(7) 00:—7z (mod.p), 
et 
(8) Q—'z2=0""'z (mod.p). 


Si r désigne le plus petit nombre tel, que la con- 
gruence (6) ait lieu identiquement, la série (5) ne com- 
prendra que les 7 termes distincts 


(9) gun02 042 EME Le, 


et deux quelconques de ces termes seront effectivement 
incongrus suivant le module p, au moins tant que z 
22. 
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restera indéterminé; le nombre 7 sera dit l’ordre de la 
fonction linéaire 8z pour le module p. 

Si e est un nombre premier avec x et inférieur à », 
la fonction 6°z sera, comme 07, de l’ordre 7; car si l’on 
suppose les termes de la suite (9) rangés en cercle et 
qu'on les compte de e en e à partir du premier z, c’est- 
à-dire en suivant l’ordre 


e 2 
D, DZ OI 


il est clair qu’on ne reviendra au point de départ qu’a- 
près avoir rencontré les 7 termes. Au contraire, si Îles 
nombres n et e ont un plus grand commun diviseur d 
supérieur à 1, on se trouvera ramené au point de départ 


, ,n 
après avoir rencontré j termes, et l’ordre de la fonc- 


S # A 72 
tion 6° z sera égal à -. 
ot d 

La fonction 9-‘z définie par la congruence (8) sera 
dite l’inverse de 93; on peut obtenir immédiatement sa 
valeur. Car si l’on remplace z par 07'z dans la con- 


sruence (1), il vient 


aol z + 
69 z 3 = ——,; 
20 2510 
d’où 
LECPISRSE EE 
(10) OT ; 
ü 3 — «4 


en sorte que les fonctions 0z et 0-!z se déduisent l’une 
de l’autre en changeant a et b' en — b' et — a. 


455. Soit, comme précédemment, 


az + b 
——— ) 
az db 
et posons en ouire 

Um + D 


QG" D —— ; 
© — 1 1 
An? nids br 
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si l’on fait, pour abréger, comme au n° 449, 


(12) at = {a + D} — (ab! — ba’), 
| Py—(a + b Hot} + (a+ db! — oi)", 
(13) | Q (a + b+ ot) — (a + bd! — 26)" 
D ———  ——— ——— 
334 


on aura les équations déjà considérées 
Dal D 
| Fes Fnintfns 4) Où PTT Qu 


2H on 
CR ; 
le! LOS b' Pier 07) Qu 


m — € —— 9 EE sn 


on FE 


et qui sont comprises dans les formules 


LA 
(15) Pb Garage Pn En" On. 
7e a, —"b! b a! 54 
Désignons par À le déterminant ab! — ba! de la fonc- 
8 P 
tion Oz et par À, celui de 0" z; posons en outre 


(16) 2m = Van + bn) — 4 (am b, — bmam) ; 
on aura par les formules (14) ou (15). 


m 
(17) ee, dre AUS 

On voit que, dans le passage de la fonction Oz à sa 
m°"® puissance 0"z, les rapports des quantités a — b", 
b, a', t à l'une d’elles restent invariables et que le déter- 
minant se trouve remplacé par sa m°"° puissance; cette 
dernière propriété résulte d’ailleurs de ce qui a été dit 
plus haut. 

Les formules (14) montrent que 0” z ne peut jamais être 
une fonction entière autre que z, à moins que 0z ne soit 
elle-même entière; car si @' n’est pas nul, 4, ne peut 
s'évanouir que dans le cas où l’on a Q,, — 0, et alors on 
a b, = o.et a, — b;. 
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Pour satisfaire à la congruence (6), il faut et il suflit 
que l’on ait 


(18) | Q:=0. (mod.p); 


mais pour que z soit effectivement l’ordre de la fonc- 
tion 0z, il faut en outre que pour toute valeur de m infé- 
rieure à 7 la quantité Q,, soit différente de zéro ; nous fai- 
sons ici abstraction du cas où 6z est du premier ordre, 
c’est-à-dire du cas où 0z se réduit à z. 

Nous nous proposons d'étudier les fonctions linéaires 
0z au point de vue de leur ordre. Il convient dans cetie 
recherche de distinguer troïs cas, suivant que la quan- 
tité £* est congrue à zéro suivant le module p, résidu 
quadratique de ce module, ou non-résidu quadratique. 


456. Examinons d’abord le premier cas où la quan- 
tité £? est congrue à zéro suivant le module p; la con- 
gruence (18) devient alors 


2n(a +b'}"'=o (mod.p). 


On ne peut pas avoir a + b'=0 (mod. p}), car autre- 
ment la condition {—=0 (mod. P) se réduirait à 


ab'— ba'=0o (mod.p); 


le déterminant de 9z serait nul et cette fonction se rédui- 
rait à une constante. La congruence (18) ne peut donc 
avoir lieu que si z est un multiple de p, et par consé- 
quent, dans le cas qui nous occupe, l’ordre de la fonc- 
tion linéaire 0z est toujours égal au module p. La con- 
dition 4 = 0 (mod. p) donne 


a+b'=92yA (mod.p); 


d’où il suit que le déterminant À est résidu quadratique 
de p, et, par conséquent, la fonction 0z appartient au 
premier genre. 
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On obtiendra toutes les fonctions linéaires d'ordre P 
en prenant tous les systèmes de solutions distinctes des 


deux congruences 
=2Va, ab — ba = d. p); 
a+b'=2VA, a a'=A (mod.p); 
si l’on veut d’abord les fonctions entières, on posera 


Rte qui donnera 4 A 2";; on ‘aura 
donc les p — 1 fonctions d'ordre p 


(19) 0z — z + b, 


en prenant pour b les valeurs successives 1, 2,..., p —1. 
Pour avoir les fonctions fractionnaires, nous ferons 
a! = 1 et nous poserons 
8 A 
ce qui donnera 


2? 


a = YA + p, b' — ÿA — g, b — — g!, 


en sorte que l'expression des fonctions fractionnaires 
d'ordre p sera 





PNR ep ne 
z+(YÿA— >) z+Va— g 


On peut attribuer à la quantité g les p valeurs 
6, I , 2, ss FE TI, 


et à la quantité VA les mêmes valeurs, zéro excepté: 
on obtiendra ainsi p (p —1) fonctions fractionnaires. Il 
suit de là que le nombre total N, des fonctions linéaires 
d'ordre p est 


(21) , Nobel? + NDER TE 


Comme tout nombre inférieur à p est premier avec ce 
nombre, toutes les puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre p sont aussi de cet ordre; il en résulte que les 
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N, fonctions dont nous venons d'établir l'existence for- 
ment p +1 groupes renfermant chacun p — 1 fonctions 
qui sont les puissances de l’une quelconque d’entre elles. 
Les p —1 fonctions comprises dans la formule (19) con- 
stituent évidemment l’un de ces groupes, et l’on obtien- 
dra les p autres groupes par la formule (20) en associant 
successivement chacune des p valeurs de g avec le système 


des p — 1 valeurs de VA. Effectivement, si l’on forme, 
en se servant des formules (14) ou (15), la puissance 
me de la fonction 0z donnée par l'équation (20), on 
trouve 


expression qui se déduit de celle de 83 par le seul chan- 
— 1 — 
gement de VA en ms NS 
457. Lorsque la quantité 1? est différente de zéro, la 
congruence (18), savoir, 
(23) (a+b'+ot}æ{a + b— 2t}" (mod. p), 
peut être mise sous la forme 
(24) a+b'+ot=i(a+b'— ot) (mod.p), 
en désignant par z une racine de la congruence 
(25) ir (mod.p). 
En outre, pour que 7 soit effectivement l’ordre de la 
fonction 6z, il est nécessaire que 7 soit une racine primi- 
uve de la congruence précédente. 


Si, dans la congruence (24), on substitue à £ sa valeur 
tirée de la formule (12), puis qu’on fasse disparaître, par 
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l'élévation au carré, le radical introduit, il viendra 


(26) = ——— ({mod.p); 

telle est la condition à laquelle doivent satisfaire les con- 
stantes a, b, a, b', pour que le nombre n soit l’ordre de 
la fonction Oz, dans l'hypothèse où £ est différent de 
zéro. Si l'on pose 


(27) a—b'—2g, 


on pourra, au moyen des formules (12), (24) et (27), 
exprimer les quantités a, L’, ba’ et le déterminant À en 
fonction des quantités g, t, 1; on trouve ainsi 








! HI + 
bee nn 0 Ëe 
IT 
hip. Lt 0"3 
is / i— 1 
ba = t— g?, 
Aie? 
À ———— . 
| (i—1} 


Ces formules serviront à construire les fonctions linéaires 
que nous considérons; on pourra faire «/— 1 quand cette 
quantité a’ ne sera pas nulle. Il est aisé de former aussi 
la puissance m°"° de 0z, savoir 


An BE Vn. 


Gr D — 
ia ! A: 
F4 1 
Con LT bn 


on trouve, en faisant usage des formules (14) ou (15) et 
en supprimant un facteur commun, ce qu'il est permis 
de faire, 


dé ! 
+ / age A À 
> Am—d,=a—bd', a,—=a, bd; 





(29)  an+b,—2t 


LU EE I 
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en sorte qu'on passe de l’expression de 0z à celle de 6" z 
en remplaçant simplement : par z” sans changer les va- 
leurs de g et de t. 


458. Supposons que la quantité 


f 


Tue (=) - (ab! — ba!) 


2 


soit résidu quadratique du module p. Alors les quantités 
tet , respectivement définies par les formules (12) et (24), 
sont l’une et l’autre réelles; par suite z ne peut être racine 
primitive de la congruence (25) que dans le cas où 
l’ordre 7 de la fonction 0z est égal à p — 1 ou à un di- 
viseur de p — 1. Les fonctions linéaires qui répondent à 
une racine primitive z de la congruence (25) peuvent être 
formées immédiatement au moyen des formules (28). 
Pour avoir en premier lieu les fonctions entières, on 
fera a! — 0, b'— 1, et l’on aura ces deux solutions : 
Î— I ! i— I I 


CAE 2 Met AN PAU men Ai 2 — y A —) 
2 21 ? 





Le 





L1 - - . I 
qui donneront Îes 2p fonctions entières 1z + b, +2+ Bb 


si l’on attribue à b les valeurs successives 0, 1,2,..., p—+. 
Mais nous considérerons seulement les p fonctions four- 
nies par la première formule 


(30) iz + b 
comme appartenant à la racine ; les p autres seront rela- 
. « . . . I . 
tives à la racine primitive — si 7 est >> 2, et, dans le cas 
(A 


particulier de #7 = 2, elles coïncideront avec celles de la 


formule (30). 
Pour avoir en second lieu les fonctions fractionnaires, 
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on fera a’ — 1 dans les formules (28) et l’on aura 








RE rd Fes” ' sr 
ASS AU ESRL DIN MEET, 
U — 
(31) 
( HI it? 
bb drone Â 


{ LT (ENT 
le changement de £ en — + dans les formules (31) équi- 
. I . 
vaut au changement de z en -: donc, lorsqu'on doit em- 
U 


ployer successivement toutes les racines :, on peut se 
P? er fl 





borner à donner à t toutes les valeurs 





Quant à la quantité g, elle peut recevoir les p valeurs 
0, IT, 2, .. P EE : I. 


On obtiendra de la sorte, au moyen des formules (3r), 


"S I L2 . L] . * * . 
a nt fonctions fractionnaires relatives à la racine z, 

2 
ce qui, avec les p fonctions entières, donnera un total de 
ï , Re 
g (p +1)p fonctions linéaires. Et cela aura lieu encore 
dans Île cas de 7 — 2, bien qu’alors la congruence (25) 
n’ait que la seule racine primitive — 1, car cette racine 
étant égale à son inverse, les formules (31) ne change- 


ront pas par le changement de t en — 1. 
. . I L2 L 
Il est facile de voir que les —-(p + r1)p fonctions qui 
2) 


répondent à une racine z sont distinctes de celles qui se 
rapportent à une deuxième racine primitive, en sorte que 
si o (7) désigne le nombre des racines primitives de Îa 
congruence (25), il y aura un nombre de fonctions d’or- 


348 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


dre n égal à 


L / 
: (p +1)pe(x), 


pour lesquelles la quantité #? est résidu quadratique de p. 
En particulier, le nombre des fonctions linéaires d’ordre 
p — 1 sera 


I 
A dune 2 100 E 


p(p—1) désignant ici le nombre des racines primitives 
pour le nombre premier p. 

Quant au nombre total des fonctions linéaires pour 
lesquelles £? est résidu quadratique de p, et dont l’ordre x 
est en conséquence un diviseur de p — 1, il sera donné 


par la formule 


T 
Nés (p + np Se (2); 


la) 
+4 


l'expression Ÿ o (2), qui s'étend à tous les diviseurs 7 


de p —1, 1 excepté, est égale, comme on sait, à p — 2; 
on aura donc 


(32) Notes Gp) nr) 


D | = 


Ces N,_1 fonctions linéaires peuvent être partagées 
I : 
en — (p +1) p groupes contenant chacun p — 2 fonctions 


qui sont les p— 2 puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre p — r relative à une racine primitive donnée de p. 

En effet, il est évident que toutes les N,_, fonctions 
que nous considérons seront données par les formules 
(30) et (31), en employant toutes les racines de la con- 


gruence 
iP—1—=o (mod.p}) 


excepté 13 et ces racines ne sont autre chose que les 


SECTION IV. —— CHAPITRE 1V. 349 
p— 2 premières puissances d’une racine primitive £. Or, 
en employant cette racine primitive, les équations (30) 


et (51) donnent =(P + 1)p fonctions d'ordre p—- 1 ; d’ail- 


leurs les formules (29) montrent que les puissances de 
ces fonctions se déduisent des fonctions elles-mêmes, en 
remplaçant la racine primitive : par ses puissances; on 
aura donc toutes les fonctions linéaires que nous consi- 


, I PT : 
dérons en prenant les—(p+1)p qui répondent à la 


racine primitive donnée #, et en formant le groupe des 
P — 2 premières puissances de chacune d'elles. 

Les formules (31) montrent que À et : sont en même 
temps résidus ou non-résidus quadratiques de p; il s’en- 
suit que les fonctions dont nous nous occupons appar- 
tiendront au premier ou au deuxième genre, suivant que 
la racine z à laquelle elles se rapportent sera résidu ou 
non-résidu quadratique de p. Or, pour les fonctions 
d'ordre p —1, test non-résidu ; donc ces fonctions et leurs 
puissances impaires appartiennent au deuxième genre, 
tandis que les puissances paires appartiennent au premier 
fonctions, il y 


genre. On voit aussi que parmi nos N,_; 


en a 


7 +1)p(p — à) 
qui appartiennent au premier genre, et 


I 


SD SE DA er) 
4 
qui appartiennent au deuxième senre. 


459. Examinons maintenant le cas où la quantité 


pen (E A aide 22 


20] 


350 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


est non-résidu quadratique du module p. Alors la quan- 
tité t est imaginaire, et pour que & et b’ soïent réelles, il 
faut, par les formules (28), que la racine z soit elle-même 
imaginaire, ou qu'elle soit égale à — 1; dans ce dernier 
cas on a nécessairement 2 — 2. Je dis que généralement 
le nombre n, qui marque l’ordre de la fonction 0z, est 
égal à p + 1 ou à un diviseur de p+1.Sil'onan—2, 
la proposition est évidente, car 2 divise p + 1; supposons 


donc nr >> 2. Si l’on pose 


(ab)? …. 
(33) RP NTRRR, PT CE 2(À —+- 1), 
la congruence (26) devient 
(34) Î— 2khi+i—=o (mod.p) 


On sait (n° 372, théorème III) que les racines de la con- 
gruence irréductible (34) peuvent être représentées par # 
et &, et comme le produit de ces racines est congru à t, 
on à 


(35) iPHi= 1 (mod.p); 


# 


ne peut donc être racine primitive de la congruence (25) 

que si z est égal à p + 1 ou à un diviseur de p +1. 
D'après la congruence (34), À désigne la demi-somme 

des deux racines conjuguées z et L et il en résulte que 


l'on a 





nous attribuerons au radical qui figure dans le second 
membre de cette formule celles de ses deux valeurs qui 


fait partie de la suite 
PERLE 


T, Zoe. 2 L] 
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la seconde valeur du radical sera alors relative à la ra- 


. I e . r 4 
cine — inverse de z. Cela posé, comme l’hypothèse a —0 
L 


rendrait £? résidu quadratique de p, le cas que nous exa- 
minons ne comprend pas de fonctions entières; on peut 
donc faire a" = + et les formules (28) donneront alors 











k£ HI DT a : 
D 2 — © AV , 
Vars = 


Ces formules feront connaître les fonctions linéaires qui 
répondent à la racine z en donnant à g les p valeurs 


®; 7, Ds. P — TI; 





et en prenant successivement pour t° tous les non- 


r % . e I . ° Pa. © 
résidus. On aura ainsi À p(p — 1) fonctions linéaires 


d’ordfe 7 relatives à la racine z, et il faut remarquer que 
l’on obtiendrait en même temps les puissances de ces 
fonctions en remplaçant la racine z par ses diverses puis- 
sances. On voit aussi que le nombre de toutes les fonc- 
üons d'ordre 7 que nous considérons est 


=P (p—1)9 (x), 
o (n) désignant comme précédemment le nombre des 
racines primitives de la congruence (25). Cette conclu- 
sion s'applique au cas de n — 2; alors on n’a que la 
seule racine primitive = — 1 qui donne aussi k=— 1, 


Les formules (36) font ainsi connaître =P (p — 1) ou 


I 


me (p— 1) 9 (2) fonctions linéaires du deuxième ordre 
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pour lesquelles 1? est non-résidu quadratique de p. Si 
l’on suppose x = p +1, on obtient l'expression 


Lt \ 
=PWp—i1)g(p +) 


u nombre des fonctions linéaires d'ordre p + r. 
d bre des fonct ] d P 

Enfin, si N,,1 désigne le nombre total des fonctions 
inéaires pour lesqueiles t? est non-résidu quadratique 
1 P lesqueiles &° est du quadratiq 
de p, et dont l’ordre est en conséquence un diviseur 
de p +1, on aura 


I V4 
No+= = P(P se DX (a); 


or l'expression Ÿ o (7), qui s'étend à tous les diviseurs 
de p + 1 autres que 1, est égale à p; donc 


LL , 
NORME D DIT 
(37) pme (pt 


Ces. N,,1 fonctions linéaires peuvent être partagées en 
I 
— p(p—1) groupes contenant chacun p fonctions qui 

P \} D'OR q 
2 


sont les p premières puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre p +1, relative à une racine primitive donnée 
de p. 

En effet, les N,,, fonctions dont il s’agit seront données 
par les formules (36) en employant toutes les racines de 
la congruence (35 ) excepté 1, et ces racines ne sont autre 
chose que les p premières puissances d’une racine pri- 
mitive À. Or, en employant cette racine primitive, les 


I . LU 
formules (36) donneront st fonctions linéaires 


d'ordre p +1; d'ailleurs les puissances de ces fonctions 
se déduisent des fonctions elles-mêmes en remplaçant la 
racine primitive z par ses puissances. On aura donc toutes 
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les fonctions linéaires dont nous nous occupons en pre- 
. L2 I e p. 
nant, parmi ces fonctions, les — p (p — 1) qui répondent 
2 


à la racine 7, et en formant le groupe des p premières 
puissances de chacune d’elles. 


Les formules (36) montrent que les quantités À et 
k +: 





sont toutes deux résidus quadratiques de p, ou 


toutes deux non-résidus ; Je dis que ces quantités sont 
résidus ou non-résidus, suivant que l'ordre 7 de la fonc- 


ea mo ! 





tion Oz divise ou ne divise pas P +: On à en effet, par 


la congruence (34), 





ARE: (i+1) 
2 4i 


(mod. p), 





529 


» « . P Li I 
et, en élevant à la puissance 
2 


Pi 














k +1 ? Abe Hits i(i+ 1) 
( 2 ON nc 
Ne Fa (ii) (mod. p); 
PTE ÿ I 
< = — 








mails on a 





DOME d'ou "EME 0 (mod! ip}, 


2) HI 





suivant que n divise ou ne divise pas? : on aura donc, 


dans les mêmes hypothèses, 





PA fers 


1 2 'e 2 
(=) + 4 Ou ( =) —=—1 (mod.p}), 
2 


\ 
ire 23 
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c’est-à-dire 

P—1 .: P —1 

A? =+1 ou A ? =—1 (mod.p). 








Il résulte de là que les fonctions linéaires d'ordre p + x 
appartiennent au deuxième genre, ainsi que leurs puis- 
sances impaires; au contraire les puissances paires appar- 
tiennent au premier genre. Donc, parmi nos fonctions 
dont le nombreest N,,1,il yena 


I 
4? (HE 


qui appartiennent au premier genre, et 
I à \ 
A NES 


qui sont du deuxième genre. 


460. Si l’on ajoute l'unité et les trois nombres N,, 
hs 


fonctions linéaires prises suivant le module p; on vérifie 


_19 Nyya, On doit retrouver le nombre N de toutes les 


eflectivement, au moyen des formules (4), (21), (32) et 


(397), que l’on a bien 
N—=1:1<+ Nh + Ni + Non 


si l'on désigne en outre par G le nombre des groupes 
distincts qui sont formés par les puissances d’une fonc- 
tion linéaire d'ordre p, p—:1 ou p +71, il est aïsé de 
s'assurer que l’on a 

GPA EL 


Il convient de remarquer les fonctions du deuxième 
ordre qui se distribuent dans les deux genres que nous 
avons distingués. Les unes sont les puissances de degré 
P rm Li 





241 


des fonctions d'ordre p—1, leur nombre est 
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I L2 LI 
PAP 1), et elles appartiennent au premier genre ou 


0 . DE 
au deuxième genre suivant que : 





est pair ou impair, 
c’est-à-dire suivant que p a la forme 4q +1 ou la forme 


4q + 3. Les auires sont les puissances du degré ? aa 





L2 I 
des fonctions d'ordre p + 1, leur nombre est — p(p —1), 
2 
et elles appartiennent au premier ou au deuxième genre 
3 p +1 
suivant que 
3) 





est pair ou impair, C'est-à-dire suivant 


que p à la forme 4q + 3 ou la forme 4q + 1. On voit que 
le nombre total des fonctions du deuxième ordre est égal 
à p°. Dans ce cas de x — 2 où l’on a £— — 1, la con- 
gruence (26) se réduit à «a + b'=0o (mod.p); il en ré- 
sulte que l’expression générale des fonctions du deuxième 


ordre est 
az + b x 


ARTE, 


Os 


on arrive au mème résultat au moyen de la formule (ro), 
puisqu'une fonction du deuxième ordre est égale à son 
inverse. 


461. On voit, par les développements qui précèdent, 
que pour former les différents groupes qui contiennent les 
puissances d’une même fonction linéaire pour le module 
premier p, il suflira de connaître une racine primitive de 
chacune des congruences 


iP-i= 1, iPH=r (mod.p). 


Les racines de la première ne sontautres que les racines 
primitives du nombre premier p, et on a vu an n° 372 
‘comment on peut obtenir les racines primitives de la 


deuxième congruence. Veut-on, par exemple, former les 
De 
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fonctions linéaires d'ordre p + 1 pour les modules 5, 7, 
113 il suffira de trouver une valeur de k pour chacun de 
ces modules. Or les racines primitives & sont données, 
pour ces différents cas, par les congruences 


jé r) fE SE) 


(ae 4) (4) 0 (mod. OÙ 





—0o (mod. 7), 


AU HAE Se —0 (mod. ri), 


ou 
i—i+i=o (mod.), 


HAi+ti=o (mod.7), 


iH6i+i—=o (mod. :t); 


on a donc # — 2 pour le module 5, k= + 2 pour le mo- 
dule 7, et k — +3 pour le module r1. 


Des fonctions analytiques propres à représenter les sub- 
stitutions. | 


462. Dans la plupart des cas où l’on a à considérer les 
substitutions de plusieurs quantités données, il convient de 
représenter ces quantités, comme nous avons déjà eu l’oc- 
casion de le faire, par une même lettre affectée d’un indice 
variable z susceptible de prendre un nombre de valeurs 
distinctes, égal au nombre 7 des quantités données. Alors 
les substitutions qu’on doit exécuter portent sur les in- 
dices. 

Attribuons successivement à z les 7 valeurs dont cet 
indice est susceptible, et supposons qu’une fonction don- 
née f (z) de z prenne en même temps les mêmes valeurs, 
abstraction faite de l’ordre; on exécutera sur les quantités 
données une certaine substitution en y remplaçant chaque 
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indice z par f (z). Cette substitution pourra être repré- 
sentée par 


ou plus simplement par f (z). 

Toute substitution peut ainsi être représentée analyti- 
quement par le moyen d’une fonction; supposons, par 
exemple, que les valeurs de l'indice z soient les 2 nom- 


bres 
DNT:129e 2077 1}, 


et que ces mêmes nombres soient dans un ordre différent, 
GENS CNP EE 
si L'on fait, pour abréger, 
F(z)—=2z(z2—1i)(2—2)...(2— 2 +1), 


et qu'on désigne par F”’ (z) la dérivée de F (z), la fonc- 
uon enuère 





A EU ar 110 ci SV SNS ES FTP —+ .. et RO Re eee” 
F3) zE'(o)  (z—:1)F'{(1) (2— 72 +1)F'(72 —1) 
prendra les valeurs &, b, c,...,k, quand on donnera à z 
les valeurs 0, 1, 2,...,{n — 1); en conséquence, elle sera 
propre à représenter une substitution. 


463. Lorsque le nombre z des quantités données est 
égal à un nombre premier p, il y a souvent avantage à 
prendre pour indices un système de p nombres entiers 
quelconques incongrus suivant le module p, et à regarder 
deux nombres congrus suivant le module comme pouvant 
indifféremment représenter le mème indice. Alors la fonc- 
uon représentée par F (z) au numéro précédent se ré- 
duit à 


358 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
et l’on a 
F'(z}=—1 (mod.p). 


En même temps l’expression des fonctions entières f (2), 
propres à représenter les substitutions, devient 





P— zP— z A (a — z 
Fee Lei EE (mod. p), 
ou, en effectuant les divisions, 

SE rt VD maps UE gr eo D 
— © (APT LEE D GE ENS REPARER (mod. p). 
— AP pr) + (pa) 3] 
Comme on a 
a+b+c+...+4=0"{(mod'p), 
on peut écrire, en ordonnant par rapport à z, 
f(z)=a—[b+orc+... + (p—3) 4) 
— [b+ oc +.. + (p—1) Az Re 


464. Dans un article qui fait partie du tome LVII des 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, M. Hermite 
a démontré que les polynômes f(z) dont nous venons de 
donner l'expression possèdent une propriété qui peut 
servir à les caractériser. On a effectivement ce théorème : 


Taéonëme. — Soient f (z) une fonction entière de z, 
à coefficients entiers et du degré p — 2, et f,, (z) la fonc- 
tion entière obtenue en rabaissant au-dessous de p, à 
l'aide de la congruence z? = z (mod. p), le degré de la 
puissance m“" du polynôme f (z). Pour que la fonction 
J (z) soit propre à représenter une substitution de p in- 
dices incongrus suivant le module premier p, ü faut 
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et il suffit que dans chacune des fonctions 


Paz), Paz)... Tp=: (z); 


le coefficient de 371 soit congru à zéro suivant le mo- 


dule p. 
En effet, soit 
(1) S(z) = As + Az + A:z +...+A, 22; 


élevons ce polynôme à la m°"° puissance, et réduisons 
ensuite par le moyen de la congruence 


zæ=z (mod.p); 
on aura un résultat de la forme 


e) Va=A()=A "HA 24... Art (mod. p). 
Posons en outre 
(8) Lo" +" +... Hp — 1)" Sa; 
si l’on donne à z, dans la formule (2), les valeurs 
DUT SR Jens (D 01 À 
el qu'on ajoute les résultats, il viendra 


(4) S» =—AT" (mod. p); 


car z7—! est congru à zéro ou à 1, suivant que z est nul 
ou différent de zéro, et la somme 1*+ 2Ë<+...+{(p—:1)" 
est congrue à zéro si pt est inférieur à p —1. 
Cela posé, supposons que f (z) soit propre à représen- 
ter une substitution. Alors la formule (3) se réduit à 
OM HI" + Om +R, ,+(p—1)" —=S», 


et par suite S,, est congrue à zéro suivant le module p, 
pour toutes les valeurs de m1 inférieures à p —1;0on a 
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donc, par la formule (4), 


(5) | AM = 0 (mod. p). 


En second lieu, supposons la fonction f (2) telle, que la 
congruence (5) ait lieu pour les valeurs 2,3,...,(p—) 
de m. On aura par la formule (4) 


st 0 (mod. Pl 


pour les mêmes valeurs de m; cette congruence subsistera 
aussi pour m = 1, d’après la formule (1), et pour m—=p, 
puisque z? = z quel que soit z. On voit alors, en se re- 
portant aux formules de Newton, que la congruence 
[Z—f(o)1[Z —f(r1)]...[Z —/(p —1)]=0 (mod.p) 
a la forme 

ZP — axZ=0o (mod.p), 
ou même la forme 


Zr—Z=0o (mod.p); 


effectivement, toute valeur de « autre que 1 ou zéro ne 
laisserait subsister qu’une seule racine réelle Z qui serait 
égale à zéro; la valeur & — o donnerait p racines nulles, 
ce qui est inadmissible, car la congruence 


f(z:)=0 (mod. p}), 


étant du degré p— 2, ne peut avoir plus de p— 2 racines. 
Il résulte de là que si l’on donne à z les valeurs 


Orne SP 


la fonction f(z) prend successivement les mêmes va- 
leurs, abstraction faite de l’ordre; elle est donc propre 
à représenter une substitution. 


465. Si la fonction entière f(z) représente une sub- 
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stitution de p indices incongrus suivant le module pre- 
mier p, il est évident que la fonction 


0z—af(z+6)+7y 


représentera aussi une substitution. Or on peut disposer 
de l’indéterminée &, de manière à réduire à lunité le 
coeflicient de la plus haute puissance de z; l’indétermi- 
née 6 permet ensuite de faire disparaître la puissance de z 
immédiatement inférieure; enfin on peut disposer de y 
de manière à faire évanouir le terme indépendant de z. 
La fonction 0z aura alors la forme 


CERN AS MI PIRE Eee en EX Arts + 37, 


y étant égal ou inférieur à p — 2. 

M. Hermite a donné aux substitutions de la forme 0z 
le nom de substitutions réduites ; il est clair que ces sub- 
stitutions en fourniront d’autres plus générales, f(z), 
au moyen de la formule 


f(z)=c(z +6) +7, 


où æ, 6, y désignent des indéterminées. IL faut remar- 
quer que les substitutions réduites ne déplacent pas l’in- 
dice zéro. 

Le théorème du n° 464 prend une forme plus simple 
quand on l’applique aux fonctions réduites. Effective- 
ment, si l'on élève la fonction 0z à la puissance de de- 
gré m, et qu'on réduise au moyen de la congruence 
z?=— z (mod. p), on n’introduira aucun terme indépen- 
dant de z; si donc on remplace ensuite 2?! par 1, le 
coefficient de z7-! deviendra le terme indépendant de z. 
On peut alors énoncer comme il suit le théorème établi 
plus haut : 

Pour que la fonction réduite 6z puisse représenter une 
substitution, il faut et il suffit qu'en élevant 0z aux 
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puissances 2, 3,...,(p— 2), et en réduisant les résultats 
par la congruence z7-"= 1 (mod. p}), les termes indé- 
pendants de z soient congrus à zéro. 


Les fonctions réduites 0z sont encore susceptibles 
d’une réduction ultérieure, car si l’on pose 
@(z) — ab(az), 
on pourra disposer de l'indéterminée &« de manière à ré- 
duire à l’unité le coefficient de la plus haute puissance 
de z, dans O (2), et il restera une indéterminée a dont 


on pourra disposer à volonté. Ces considérations trouve- 
ront plus loin leur application. 


466. Lorsque le nombre 7 des quantités données est 
égal à une puissance p” d’un nombre premier, on peut 
choisir pour indices, avec Galois, les p” valeurs que peut 
prendre l'expression 


Ag + Ait + CAES RE PE ARIRSS on 


dans laquelle z désigne une racine d’une congruence irré- 


ductible 
F(x)=o (mod.p») 
du degré y. Si la fonction irréductible F (x) appartient à 
l’exposant p’— r. sera une racine primitive pour la con- 
P : P P 
gruence 
Y 
aP—l—1z=o (mod.p) 
et les indices autres que zéro seront représentés par les 
puissances 
. È , 2e 
Est? LR 16 TRAITÉS 
Enfin, lorsque le nombre n est un nombre composé, 


n = pqMr}. siste 


P» q T,... étant des nombres premiers, et v, pu, À,... 
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des exposants quelconques, il peut être avantageux de 
représenter les quantités données par une même lettre 
affectée de plusieurs indices «, 6, y,..., en nombre égal 
à celui des nombres premiers p, q, r,...,et de prendre 
pour valeurs des indices les fonctions entières composées 
respectivement avec une racine des congruences 


F,(x)=0 (mod. p), 
F;(x)=o (mod. a), 
F,(x}=o (mod. 7), 


F; (x), F;(x), F;(x),... désignant des fonctions entières 
des degrés v, 4, À,..., irréductibles relativement à leurs 
modules respectifs p, q, r,.... 


Des substitutions rationnelles et linéaires. 


467. Les fonctions entières et linéaires az + b, prises 
suivant le module premier p, donnent des substitutions 
des p indices 

| lens (Hier le 
Le nombre total de ces substitutions est p (p— 1), et il 
est évident qu’elles forment un système conjugué. 

Les fonctions rationnelles de la forme 


az + b 


f Oz ete 
te) a z +0 


prises suivant le module premier p, peuvent être em- 
ployées pour représenter des substitutions de p +1 in- 
dices; les valeurs qu'il faut attribuer à ces indices sont 
alors 

BL 7125 > dede 7m) i00 
et on doit toujours regarder deux nombres congrus sui- 
vant le module p comme pouvant représenter le mème 
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indice. La substitution de l'infini à z se fait d’après les 
règles de l'Algèbre ordinaire, et lorsque, pour une valeur 
particulière de z, le dénominateur 0z est congru à zéro, 
la fonction prend la valeur æ . C’est là une convention 
qu'on est libre de faire, attendu qu’elle n’est en contra- 
diction avec aucun des principes fondamentaux de la 
théorie des congruences. 

En résolvant la formule (1) par rapport à z, il vient 
 b— 03. 


ANAI0S LNON 


cette formule montre qu’il n’exisie qu’une seule valeur 
de z propre à faire acquérir à 0z une valeur donnée, ce 
qui est nécessaire pour que Ûz puisse représenter une 
substitution. 


La congruence 
(2) 06z2—=z (mod.p) 
peut se mettre sous la forme 
(3) az —(a— b'}z:—b—=o (mod.p), 


ou 





[2a'3—{a—b')F={a+b} — 4(ab' — ba!) (mod.p). 
Elle n’aura aucune racine réelle si la quantité 
(4) (a+ Bb} —4{ab=— ba!) 


est non-résidu quadratique relativement à p; alors, la 
congruence (2) ne pouvant subsister pour aucune valeur 
de z, la substitution 0z déplace tous les indices. Si la 
quantité (4) est congrue à zéro, la congruence (2) ou (3) 
a deux racines réelles et égales ; par conséquent, la sub- 
stitution 9z déplace p indices. Enfin, si l'expression (4) 
est résidu quadratique de p, la congruence (2) a deux 
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racines réelles et inégales; en conséquence, la substitu- 
tion 0z ne déplace que p — 1 indices. 


468. Désignons par » l’ordre de la foncüon linéaire 
0z, et considérons la suite 


m0 mon O8 53 Rte OR TEE 


Si la congruence 0z = z (mod. p) a une racine réelle 
Z0, les termes de la suite précédente se réduiront tous 
à Zo pour Zz — Z,; mais, pour toute autre valeur z, de z, 
aucun de ces termes ne se réduira à z,. Laïssant de côté 
ces valeurs z, sil en existe, je dis que les termes de la 
suite précédente auront toujours des valeurs distinctes. 
Car si l’on avait, par exemple, 


QT a 0 2 (mod. p)}, 


en posant 
l- 
n Z3 sex An 0 Z; , 
il en résulterait 
dz,:=7z; (mod. p); 


ce qui est impossible, car y étant inférieur à 7, on ne peut 
avoir identiquement 


@z—=z (mod.p; 


d'ailleurs, par les formules du n° 455, la précédente con- 
gruence n'est autre chose que 


0z—=3z (mod. ft 


et, en conséquence, elle n’admet pas la racine z. 

On peut conclure de là que la fonction linéaire Oz re- 
présente une substitution d’ordre 7, et, d’après la classifi- 
cation que nous avons établie, on voit que le système des 
substitutions linéaires ne comprend que des substitutions 
circulaires, dont l’ordre est l’un des nombres p +1, p, 
p — 1 avec les puissances des mêmes substitutions. 
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Le nombre total des substitutions linéaires est 
(p +1) p (p — 1), et parmi ces substitutions il y en a 


—- I — , . re 
free) dont le déterminant est résidu quadra- 


tique du module. De là résulte la proposition suivante : 


Tuéorëme. — L'ensemble de toutes Les substitutions 
linéaires, relatives à un module premier p, constitue 
un système conjugué trois fois transitif d'ordre 
(p +1) p(p—1). En outre, les substitutions linéaires 
dont le déterminant est résidu quadratique forment 
un système conjugué deux fois transitif d’ordre 


1 ! 
s(P+i1)p(p—i). 

Effectivement, le premier de ces systèmes renferme des 
substitutions circulaires d'ordre p+1, d'ordre p et 
d'ordre p — 1. Quant au second système, il renferme des 


substitutions circulaires d’ordre p avec des substitutions 


dés e DTA 
régulières d'ordre Î 





. et parmi ces dernières on en 


peut toujours trouver une qui remplace un indice donné 2, 
par un autre indice donné z:. 

Dans le cas de p — 5, on retrouve immédiatement le 
système triplement transitif de substitutions de six lettres 
dont nous nous sommes occupé au n° 440. | 


De quelques propriétés des substitutions lincaires. 


469. Tuéorime I. — S: Ez désigne généralement 
les p(p —1) substitutions linéaires et entières, relati- 
vement au module p, et que oz soit une fonction 
linéaire quelconque donnée, les substitutions de la 
forme w-*Eoz formeront un système conjugué d'or- 
dre p(p—1) qui ne déplaceront pas l'indice 3 pour 
lequel la fonction 9z est infinie. 
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En effet, en premier lieu, les substitutions 6 Eoz 
forment un système conjugué semblable à celui des substi- 
tutions E z (n° 415). En second lieu, soit z, l’indice que 
les substitutions 97 E9z laissent immobile; on aura 


p_'Eoz=—=7% (mod. p), 
d’où 

Epz—=#9z (mod. p). 
Il résulte de là que les substitutions Ez ne déplacent 
pas l'indice 6z,; on a donc 


O7Zo — D . 


CorozzairE I. — J{ existe p + 1 systèmes conjugués 
d’ordre p (p —1) dont chacun est composé de substitu- 
tions linéaires qui toutes laissent immobile un méme 
indice. 


Corozzare II. — Chaque système d’ordre p (p — 1) 
s'obtient en multipliant l’un par l’autre les systèmes 
formés respectivement par les puissances de deux substi- 
tutions linéaires qui ne déplacent pas un méme indice z,, 
et qui sont l’une d'ordre p, l’autre de l’ordre p —1. 

Car soient 


RU RU UE os OP, 2, 


2 —2 
Z, 92, GZ,...) OPTTZ, 


à 


les systèmes formés par les puissances des substitutions 
0z et oz des ordres respectifs p etp — x, qui ne déplacent 
pas un indice z,. Le nombre des produits 6”0”z étant 


p (p — 1), il sufüit de montrer que ces produits sont dis- 
tincts. Or, si l’on avait 


“ ! Le 
ol DAS ol 0” Ze 
on en conclurait 


! , 
Lie, Do PU ami 1) 
CL Fige=0 34 
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ce qui exige que l’on ait p/= p, v'= y, puisque la substi- 
tution @z d'ordre p—1 laisse deux indices immobiles, 
tandis que 0z déplace p indices. Notre proposition est 
donc établie. 


CorozLairE II. — Le système des (p +1) p (p —1) 
substitutions linéaires s'obtient en multipliant l’un des 
systèmes d'ordre p (p —1), dont les substitutions laissent 
un indice immobile, par le système des puissances d’une 
substitution linéaire d'ordre p +1. 


Soient 


Z, giz; D2Z;... Pp(p—\)—1 739 
el 
SN Ds, 10328 S NO 


les deux systèmes dont il s’agit. Les produits o, 0” > étant 


au nombre de (p +1)p(p—1), il suffit d'établir qu'ils 
sont distincts. Or, si p/ et y’ ne sont pas égaux respecti- 
vement à L et y, On ne peut pas avoir 





Vi y 
PA 2 ? 9 Z, 
car il en résulterait 


enr 
op! œ Sc D'HDae 


ur 
ce qui est impossible, puisque la substitution 8 déplace un 
indice que les substitutions o laissent immobile. 


470. Taéorkme Il, — Soient 63 une substitution “li- 
néaire d'ordre p qui ne déplace pas l'indice z,, et oz 
une substitution linéaire quelconque. Pour que l’on 
puisse avour 


o7! 00 z — 62, 


il faut et il suffit que la substitution oz ne déplace pas 
l’indice 20. 
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En effet, la congruence 


0%=—=2% (mod.p) 
entraine 
02 = 7% (mod. p). 
Si donc on a 


0oz — 90" z, 
il viendra, pour z == z,, 
09% =9z (mod.p), 


et, puisque la substitution 0z déplace tous les indices à 
l'exception de z,, on a 


9%—=Z% (mod.p), 


ce qui exprime que la substitution oz laisse z, immobile. 

Réciproquement, si oz ne déplace pas z9, il en sera de 
même de la substitution 460 z ; celle-ci est d’ailleurs du 
même ordre que 0z. Donc les deux congruences 


0z2=z, 9-'09z2=7z (mod.p) 


ont l’une et l’autre la même racine unique z,; il en 
résulte, d’après le mode de formation des fonctions li- 
néaires, que les fonctions ®*@oz et 8z font partie d’un 
même groupe de puissances, et on a 


op! oz ee 0! 2. 


Il faut remarquer que l’ordre n de oz est égal à p ou à un 
diviseur de p —1. Mais, si le premier cas a lieu, 9z n’est 
autre chose qu’une puissance de 0z. 


CorozLaiRe I. — Une substitution linéaire d’ordre P 
n'est échangeable avec aucune autre substitution li- 
néaire, st ce n'est avec ses puissances, 


En effet, si la substitution @z est d’ordre p et que pz 
I1. 24 
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ne soit pas une puissance de Oz, l'égalité 

(1) 0pz— 90z où 9! 6oz —0z 

exige, comme nous venons de le dire, que l’ordre de oz 
soit un diviseur de p —1. Alors la congruence 


(2) 9223 (mod. P) 


a une racine Z, distincte de zo, et l'égalité (1) donne, 
pour Zz = Z:; 
0z:=—=%0z (mod. p), 
d’où il suit que la congruence (2) a la racine 0z,. Or, les 
racines de cette congruence sont z, et zo = 020, donc il 
faudrait que l’on eût 
0z—=: ou 02=02, 


et, par suite, Zi — Zo, Ce qui n’a pas lieu. 


CorozzarrEe Il. — Soient 0z une substitution lineaire 
d'ordre p et oz une substitution linéaire dont l’ordre n 
est un diviseur de p—1. Si les substitutions 0z et oz 
laissent immobile un méme indice z,, on obtiendra un 
système de substitutions conjuguées d’ordre, np en mul- 
tipliant le système des puissances de 6z par celui des 
puissances de 6z. En outre, ce système d’ordre np ren- 
fermera toutes les substitutions linéaires d'ordre n qui ne 
déplacent pas l'indice 25. 

Il est évident qu’on obtiendra un système conjugué 
d'ordre #7p en multipliant l’un par l’autre les deux sys- 
tèmes 

37 05 SNOMENENDENT Re 

EE LUN RU ui à 
En outre, ce système d'ordre np renferme toutes les 
substitutions d'ordre 7 de la forme 87 6 z, et, comme z 
peut avoir l’une quelconque des valeurs 


0, 4, 2,3, (p—‘}, 


SECTION IV. — CHAPITRE IV. 371 


on trouvera p systèmes formés chacun par les puissances 
d’une substitution d’ordre 7 qui ne déplace pas l’in- 
dice zo. Or, il n'existe pas un plus grand nombre de tels 
systèmes ; il suflit donc d’établir que ceux dont nous ve- 
nons de parler sont distincts. Je dis que l'égalité 


DE o0! ae A É) gl Qi+j 
est impossible, car, si elle avait lieu, il en résulterait 


De + 21 D 
O1 p91z—09"z; 
e. Fes l L 
mais On a ® *0oz—0 z, et, par conséquent, 


pT! 0j oz — oh! z, Ojpz— 00! /2, 
on aurait donc 


ET, Lei, 


e—— k Pa = Co 

ce qui exige À — 1, u— 1. Mais, si l’on avait p —1, les 
substitutions 0z et ®z seraient échangeables, ce qui n’a 
pas lieu. 


TI. Tuéorkme IT. — Sorent 0z une substitution 
linéaire d'ordre p ++, et oz une substitution linéaire 
distincte des puissances de 0z. Pour que l’on puisse 
avoir 
(1) vw! 0z — 93, 

il faut et il suffit que © z soit une substitution du deuxième 
ordre et que les racines réelles ou imaginaires 20, 2: 


de la congruence 
0z=z (mod.p) 


soient telles, que l’on ait 
PES; PAZ (mod.p). 


Dans le cas où l’ordre de 6z est p — +, les racines. z,, z; 


24 
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sont réelles et la dernière condition exprime que la sub- 
stitution ®z transpose les deux indices que 0z laisse 
immobiles. 


Si l'égalité (1) a lieu, le système des puissances de 
p—‘0wz, savoir, 
(2) 2, p'0p2, g—'6oz...., 
coïncide avec le système 
(3) 25 Oz, 01250488 
des puissances de 8z. Chacun des systèmes (2)'et (3) 


renferme une substitution du deuxième ordre, et alors ces 
deux substitutions doivent être égales; on a ainsi 


petci pi pæÆ1 pr 








(4) nn OT io AE ie GT IE 0 2 pz— 90 ? Ze 
Réciproquement, si cette égalité (4) a lieu, les systèmes 
(2) et (3) étant du même ordre p +1 et ayant une sub- 


stitution commune, ils coïncident nécessairement. 
7 a re 
Si l’on remplace z par 6 ? oz, l'égalité (4) devient 
Frise DAS Em 


0 *? (9) L 92 = WE oz — 2; 


PpÆEI 





6 ? yz et ÿz ont donc le mème carré, et il en résulte 
que ces fonctions sont du deuxième ordre. En effet, si le 
contraire avait lieu, les deux substitutions dont il s’agit 
appartiendraient l’une et l’autre au groupe des puissances 
d’une même substitution linéaire dz; on aurait 


FOR PA 


‘ L Y 
6, 0213, 02 2) 
d’où 
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et par suite les fonctions œet 0 feraient partie du même 
groupe de puissances, ce qui est contre l'hypothèse. Ainsi 
l’on a 


H 


nl ont 


(5) SPP NRE: Re 90 YZ—=2, 





et réciproquement ces égalités entraînent la formule (4). 
Cela posé, soient z, et z, les racines réelles ou ima- 
pose, 1 
ginaires des congruences 


0:= 3, 0 z=z (mod.p), 


il 


l'égalité (4) donnera 
nee PS) 
p710 ? 02=2, 970 * pz2—=2z (mod.p) 


ou 


hu 


PES Part 


0 PZ=—=9%) 0 * vpz—= 


i 





»z (mod. p), 


d'où il suit quewz, et oz, ne sont autre chose que z, et z,. 
Mais si l’on a 0Z5= 20, 97121, les fonctions oz et 


pi & 


9 ? z, qui sont du deuxième ordre, coïncideront; donc 
on a 


(6) PH—=ZA) 9A==% (mod.p) 


Réciproquement, si ces congruences (6) ont lieu, les 
congruences du deuxième degré 
pi pit 
p—0 ? wz2=z, 0 * z=—=z (mod.p), 





auront les mêmes racines, et comme leurs premiers 
membres sont des fonctions du deuxième ordre, ces pre- 
miers membres seront égaux entre eux. 


CorozLarRe I. — 7 existe p +1 substitutions du 
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deuxième ordre +2 telles, que l’on ait 


pT! 00z — 0"2, 


savoir : p +1 si0z est de l’ordre p +1, et p—1 si 0z 
est de l’ordre.p —1. 


En effet, z, et z, désignant comme précédemment les 
racines de la congruence 8z—z (mod. p), si l’on a 


Po, PA—=Z% (mod.p} 
la fonction linéaire du deuxième ordre oz sera 


a(z— 2 —2)+a! 22 


pZz — 5 


az An 


. . » = Lé a 
cette expression renferme une indéterminée o à laquelle 


on peut attribuer les p +1 valeurs 
O1 SON AL) Eco 


toutefois, quand z, et z, sont réelles, il faut rejeter les 


a a : 
deux valeurs D = Lo 55 = 1 pour lesquelles l’expres- 
sion de pzse réduit à une constante. Donc le nombre des 


. substitutions oz est toujours égal à l’ordre de Oz. 


CorozLairE Il. — Sr 0z est une substitution d'ordre 


p 1 et que ®z soit l’une des p 1 substitutions du 
deuxième ordre telles, que 


p—'0wz — DZ, 


on obtiendra un système de 2(p +1) substitutions con- 
juguées, en joignant aux puissances de 0 z leurs produits 
par oz. En outre, ces p Æ 1 produits seront précisément 
les p E1 substitutions du deuxième ordre qui satisfont 
à la précédente égalité. 


D'abord il est évident qu’on obtiendra un système con- 
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Jugué, en multipliant l’un par lautre, à droite ou à 
gauche, les deux systèmes 


PT Dot us OU 2) 


Z; Yz. 
\ 


Ensuite, si l’on considère un des produits obtenus, 


(1) Ÿz — 0ioz,. 
comme l'égalité 
po! oz en 072% 
entrainé 
pt 0Ëpz — gi, 
on aura aussi 


(2) ÿz = pl! 7. 
Les formules (1) et (2) donnent 


EL Gi pBlt À z & gte+i)is: 


cela exige que l’on ait 
1,2 


Ÿ 


D —— 
oi D à 


car autrement les fonctions Ÿ et o appartiendraïent au 
groupe des puissances de 6, ce qui est contre l'hypothèse. 
Les produits 0/0z sont donc tous du deuxième ordre. 
L'égalité (1) donne 
0iz — doz, 


et il en résulte que toute substitution linéaire 03 est le 
produit de deux substitutions du deuxième ordre. 


Remarque. — On obtient un système conjugué d'ordre 
on si, en posant p+1i—mn, on multiplie l’un par 
l’autre les deux systèmes 

DO NO As OUR Re TA RTE 3 
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Corozzaire III. — Pour que deux substitutions li- 
néaires qui ne sont pas des puissances d’une même sub- 
stitution soient échangeables, il faut et il suffit qu’elles 
soient toutes deux du deuxième ordre, et que les indices 
(réels ou imaginaires) que l’une des substitutions laisse 
immobiles soient transposés par l’autre substitution. 


En effet, soient o et d deux substitutions linéaires qui 
ne sont pas des puissances d’une même substitution. Si 
ces substitutions sont échangeables, aucune d'elles ne 
sera d'ordre p (n° 470); Ÿz sera donc une puissance 
d’une substitution 0z d’ordre p Æ 1. L'égalité 


Voz—oÙz où -g-!'ŸVoz — Ÿz 


ne peut avoir lieu que si le groupe des puissances de 
o-0wz coïncide avec celui des puissances de 0z; cela 
exige que 2 soit du deuxième ordre. Le même raisonne- 
ment prouve que Ÿz est aussi du deuxième ordre; alors, 
d’après le théorème qui précède, si z, et z, désignent les 
racines de la congruence ©z = z (mod. p), les conditions 
pour que &z et Ÿz soient échangeables sont 


Ÿza—=2, Ÿz—=z (mod.p; 


il est évident que l’une de ces conditions entraîne l’autre. 


472. Taéonëme IV. — Soient 0z une substitution 
linéaire d’ordre p + 1, pour le module p, et 5 z une sub- 
stilution linéaire quelconque. On pourra satisfaire à 
l'égalité 

Dre AE E 
où Ez désigne une substitution linéaire et entière, en 
attribuant à l’un quelconque des nombres m et n l’une 


quelconque des valeurs 0, 1, 2,3,...,p; la valeur de 
l’autre nombre sera alors déterminée. 


En effet, la substitution 0z étant d'ordre p +1, les 
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puissances 
2.07.1073:, ... 0Pz 
prendront dans un certain ordre les valeurs 


De 2 M0 Ce (DEP Or, 


quelle que soit la valeur que l’on attribue à z. Cela étant, 


posons 
iooaiolotrroh 02 oo. 


Si le nombre 7 est donné, la première de ces formules 
détermine z,, la deuxième donne ensuite z,, et alors le 
nombre m est déterminé par la troisième formule. Si au 
contraire le nombre m est donné, la troisième formule 
détermine z;,, après quoi la deuxième donne z,—&""2, 
et le nombre n est ensuite déterminé par la première for- 
mule. D’après cela on a : 


fn. tes meet 


c’est-à-dire que la fonction linéaire 0"&£" z devient in- 
finie pour z — « , et par conséquent elle est entière. 


CorozLaiREe. — S1 le déterminant de la substitution © z 
est résidu quadratique du module p, que r désigne une 
racine primitive pour ce module et que les entiers m, n 
soient tels, que la substitution 


QP+ 1m m0" 
soit entière; si l’on pose en outre 

Î3 nu 2 VOUS eh z — 0 #TI (rz), 
la substitution 


—! 
ps LE 


sera entière et son déterminant sera résidu quadratique 


de p. 
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En effet, suivant que m et nr sont pairs ou impairs, la 
substitution dont il s’agit a l’une des formes 


I I 
Qnabnz, More, —6"o0z, —0 "His; 
74 
elle est donc entière. D'ailleurs, son déterminant est résidu 
quadratique de p, car elle est le produit de trois substitu- 
tions f."z, wz, f,z, dont les déterminants sont résidus 


quadratiques. 


ExEMPLE. — Supposons p == 7, r = 3, et prenons 








z + 6 z +2 
02 9 (A pes -9 
z + 4 z +06 
on aura 
I 
ar anne Pabz—/4z+4 
I 

pate G000 3: — 2: +6, 
I 
Gé obz—fz+ 4, GD06z —z+ 53, 


I 
$ 


96508 3z — 2z + 6, Ba 3z—4z +4. 


Sur Les substitutions de cinq et de sept lettres. 


473. Lorsque le nombre premier p est égal à 3, les 
substitutions des p — r indices z 


Qt,10, SA An ET) 


sont toutes linéaires et entières. 

M. Betti a donné pour le cas de cinq lettres l’expres- 
sion analytique des substitutions, et M. Hermite a résolu 
ensuite le même problème à l’égard des substitutions de 
sept lettres. Nous allons exposer ici ces importants ré- 
sultats. 
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Des SUBSTITUTIONS DE CINQ LETTRES. — Considérons 
d’abord le cas de cinq indices ; d’après ce qui a été dit au 
n° 465, Les formes réduites des substitutions sont 


0z2=2, 2°, 2 + az (mod. 6). 


La deuxième forme doit être exclue, car on en tire 





(0: =3 =7T (mod.5); 


la troisième donne 





[03 = 2 + aux +atz (1 + a)z +oa, 


et pour faire disparaître le terme indépendant il faut 
poser a — 0. Toutes les autres conditions se trouvant 
d’ailleurs remplies (n° 465) par l'expression Oz = 25, 1l 
en résulte que la totalité des substitutions pour un sys- 
tème de cinq indices sont comprises dans les deux formes 


az+6, a(z +6) + y, 
où l’on n’excepte que la valeur de &« — 0. 


474. Des SUBSTITUTIONS DE SEPT LETTRES. — Dans le 
cas de sept indices, les formes réduites ne peuvent être 
que les suivantes : 


02=2:, 2, +as, 3 +az +bz, 2 + a + bz + cz, 


parmi lesquelles on doit rejeter d’abord la deuxième et 
la troisième, parce que le terme indépendant de z subsiste 
nécessairement dans le cube de l’une et dans le carré de 
l’autre. 

Soit 

02—= 2" + az? + bz; 

on voit immédiatement que le terme indépendant dans 
[9z |? est a; on a donc a = 0. On trouve ensuite 


(Rosie 23 ba br ETES 2) 
(mod. 7), 
(+ 3b)»+(3b+r) À 
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ce qui exige que l’on fasse 
3b°+1=0, b—=2#%3 (mod.3) 

On a ainsi les deux formes 

Oz 2 133, 02% — 3, 
mais la seconde se ramène à la première par la transfor- 
mation indiquée au n° 465, car si l’on fait 

Oz —a?0(az) — a°(aïzt + 3az)— 2 + 3 az, 

cette formule se réduit à 


@z— 2 — 52, 
si l’on suppose 
&—=—1 (mod.7), 
c'est-à-dire si l'on prend a non-résidu quadratique de 9. 
Cela étant, on a la série des puissances qui suit : 
0z2—= 2 +3z 

[02 =62 +32! 

[0x = 2 (mod. 7), 

{021 

[oz 
en sorte que toutes les autres conditions se trouvent rem- 


plies d’elles-mêmes. 
Soit en dernier lieu 


Il 


3 z! + 3 


325 + Gal 


Ï 


Qz2=—=3 + az + bz'+ cz (mod.n); 


on aura, en égalant à zéro le terme indépendant de z dans 
le carré, dans le cube et dans la quatrième puissance 
de Oz, 
DCI 
b(3 + Gac + b')=0, 
ab? + Abc? + 2{(2a+c?)(1 + 2ac + b')=0o. 
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La deuxième condition est satisfaite en posant 
b= 0, 
ce qui réduit la troisième à 


(2a +c)(1 + 2ac)=0; 


remplaçant c par la valeur — : a =3 a*, tirée de la pre- 
mière congruence, on obtient l'identité 
2(a+af)(i —a)=2(a — a)—=o. 
On a ainsi cette expression, 
0: = 25 + az + 3 a°z, 


où a reste indéterminé, mais que l’on peut ramener au 
cas de a=0o et à ceux de a=1,a—=3, au moyen de la 
relation 


«0 (æz) — 25 De az + 3a°a°z. 


On vérifie facilement que la cinquième puissance de 
notre expression de 0z ne renferme pas de terme indépen- 
dant, en sorte que la dernière condition exigée se trouve 
satisfaite d'elle-même. 

Supposons maintenant que b ne soit pas nul suivant le 
module 7. La première des conditions écrites plus haut 
nous donne | 


1 


c—=3a?, 


et, en substituant cette valeur, les deux autres se rédui- 
sent à 





3— 3a + b'=0, 


a Ha=0; 
il suit de là qu’on a ces deux solutions 


PESON DES CS 
et 
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On conclut de là ces nouvelles formes réduites 
fra ous 
0z2= 2 + az 7 +'3az, 
a étant ici un non-résidu quadratique de HE enfin, par la 


transformation déjà employée plus haut, on ramènera ces 
deux formes aux suivantes : 


0 1. 0e 


à Oz— 25 + 32 2? — 7. 
En résumé, toutes les substitutions des indices 
Érhur Chr rats 


au nombre de 


F.249:/149-0 720010, 


peuvent être représentées par 
az +6, a(z+6)+ y, 


la fonction 0 z prenant successivement ces formes : 


CAT PP à 
2 pee, 
+ az + 3az {a quelconque), 


S+añtz + 3a'z (a non-résidu de 7). 


475. M. Hermite a publié d’abord les résultats qui 
précèdent dans les Ænnales de M. Tortolini, et il les a 
complétés ensuite par des remarques que nous croyons 
utile de reproduire. 

Considérons les deux formes réduites z"+ 3 z, z°+ 2 z° 
qui font partie de celles que nous avons obtenues, et 
distinguons les valeurs de z en deux groupes, contenant 
l’un les résidus quadratiques, l’autre les non-résidus, re- 
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lativement au module 7. On trouvera 


zi+ 3:=2z (zrésidu quadratique de 7), 


—= 4x (znon-résidu de 7), 
et | 
‘+223 =3z (z résidu quadratique de), 


==7? (znon-résidu de 7). 


Considérons en deuxième lieu la forme réduite 
z°+ z°+3z, et distinguons les indices en résidus cu- 
biques et en non-résidus relativement à 7; on aura 


—+z+3z=— 23 (z résidu cubique de 3), 


—=+2z (znon-résidu cubique de 5). 


Considérons enfin les deux substitutions z° + 3 z°— z 
et z° +32 + z°— z. On pourra encore ramener ces 
substitutions à la forme monôme, mais d’une manière 
toute différente. On a en effet, 


D His — = 332 (-<1), 
2 
= — 32° (>2) : 
5: 
d’où l’on conclut, en faisante— +, 


Z25+ 328 He — :==(3 +:)z! (e<2), 


Il 


(—3+e)z (2). 


Ces résultats, dit M. Hermite, autorisent jusqu’à un 
certain point à supposer que, dans l'étude des formes 
analytiques des substitutions pour un nombre premier p 
de lettres, les expressions nommées réduites se ramènent 
elles-mêmes à d’autres beaucoun plus simples, en consi- 
dérant les valeurs de l’indice comme résidus ou non- 
résidus de puissances dont l’exposant diviserait p —1, 
ou bien encore comme divisées en deux séries formées 
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l’une de nombres inférieurs à L et l’autre de nombres 


supérieu rs. 


476. Par exemple, le nombre premier p étant quel- 
conque, si l’on a une substitution réduite de la forme 


p—1 p—1 
0z2—az°\z ? +ry}— bz5\z 2? 1)? 


il est clair que l’on peut écrire d’une manière plus simple 








z—2az* (sizest résidu de p), 

0z2— 202% (si z est non-résidu de p). \ 

C'est à cetie catégorie de substitutions qu’appartient, 
dans le cas de p =, la substitution réduite 


0Zz— — 75 — 27?, 


qui est telle, que l’on a 


0[0z]=z, 
et 





2 Tee 
blad{z\m br ab EEE b5 + 2 bp? 
Lao(z) + 0] (+ Re (+20) 
pourvu que a soit un résidu quadratique de 7. 
Il résulte de là que, a étant résidu de 7, les substitu- 
tions représentées par les expressions 


az+b, a6(z2+b)+c 


forment un système conjugué. La première expression 
donne 3 X 7 ou 21 substitutions, la seconde en donne 
3 < 7° ou 147. Donc il existe un système de 168 substi- 
tutions conjuguées de sept lettres; l'indice de ce système 
est égal à 80. Cet important résultat a été constaté pour 
la première fois par M. Kronecker. 
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CHAPITRE V. 


APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES SUBSTITUTIONS. 


Des valeurs diverses que prendune fonction de plusieurs 
variables par les substitutions de ces variables. 


XTT. Je me propose ici d'appliquer les principes éta- 
blis dans les Chapitres précédents, à l'étude des fonctions 
de plusieurs variables, au point de vue des valeurs diverses 
que prennent ces fonctions par les substitutions des va- 
rviables. 

Il suffit pour notre objet de considérer les fonctions 
rationnelles et même les fonctions entières ; mais les déve- 
loppements qui vont suivre s'appliquent à toutes les fonc- 
tions bien déterminées. 


Désignons par V une fonction bien déterminée des 
n variables 


HAN MSN RES AT E; 


formonsles N — 1.2.3...n substitutions de ces variables 
et exécutons successivement toutes ces substitutions dans 
la fonction V ; nous obüendrons ainsi N résultats 


(1) VPN V CRE 7 


Si la fonction V est symétrique, les N résultats (1) se- 
ront tous égaux entre eux; au contraire ils seront tous 
distincts si la fonction V n’offre aucune symétrie. Ce der- 
nier cas se présentera en particulier si l’on a 


Va Lo Lo Ha Ti + Lo Lo rie à ct Gent Tnt 


Los Lise. 4_1 Étant 2 Coeflicients inégaux. 
II. 25 
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Désignons généralement par y le nombre de celles des 
fonctions (1) qui sont égales à V; alors y sera le nombre 
des substitutions que l’on peut exécuter sur V sans chan- 


ger cette fonction. Soient 


(2) Ty Dis 25e 9 Set 


ces  substitutions. Comme la fonction V ne change pas 
quand on exécute, dans un ordre quelconque, deux ou un 
plus grand nombre des substitutions (2), il est évident 
que ces substitutions constitueront un système conjugué. 

Nous avons vu (n°413) que les N substitutions des 
n variables peuvent être représentées par 


I, Ds PU Sat * + CPR D 
T;, TiSis ATP re TS, 
9 \ r A VS 
bilan Piero soide sl S penis 
- LA L1 & to) a ete bb, PIS 08 (Ie mé APRES ele ae ef TS 9 Q 70 me Dr 9 
T5; T,_, 50 T,_, 5. En y—1 25 


donc les N — uv fonctions (1) pourront être représentées 


par 
Î (1) (2) (u—1) 
Vi, V, PONS ER ES MAS ; 
(1) (2) (u—1) 
19 À # 2 4 2 ? À À ui 
, \ (1) (2) (M —1) 
(4) 2.9 Va ? Le ° 2 Va 2 
Re ee co SC M CEE : 
Y—I?  y—12 y—17. °°? y—1T 7? 


V 0 désignant généralement le résultat obtenu en exécu- 
Ê 


tant sur V, d’abord la substitution $;, puis la substitu- 
tion T;; dans le cas de j — 0, la substitution S; doit être 


. e 2 . . 0 
réduite à l'unité, et nous écrivons V; au lieu de V' ls 


Comme les substitutions S ne changent pas V ou V,, on 
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voitque, dans le tableau (4), les termes d’une même ligne 
horizontale sont égaux entre eux, et que les seules valeurs 
distinctes de V sont 


(5) ‘ Vo, Vis VS NS A‘. 


Die la 

478. Lorsqu'une fonction ne sera pas altérée par une 
substitution, je dirai, pour abréger le discours, que la 
fonction admet la substitution ; on peut alors énoncer la 
proposition suivante : 


Taéorème I, — Les substitutions d'une fonction de 
plusieurs variables forment un système conjugué, et l’in- 
dice de ce système est égal au nombre des valeurs dis- 
tinctes que la fonction peut acquérir par les substitutions. 


Ce théorème entraîne diverses conséquences (n°° 414 
et 432), parmi lesquelles nous devons signaler les sui- 
vanies : 


Corozzarre Ï. -— Le nombre des valeurs distinctes 
d'une fonction de n variables est un diviseur du pro- 
URI À | 11) 


. Corozzaire Ïl. —— Ze nombre des valeurs distinctes 
d'une fonction de n variables ne peut s'abaisser au- 
dessous de n sans se réduire à x ou à 2, le cas den —4 
étant seul excepté. 


CorozLarre III. — Une fonction de n variables, qui a 
précisement n valeurs distinctes, est symétrique par rap- 
port àn—x1 variables, le cas de n —6 étant seul ex- 
cepté. 


I] faut remarquer que si l’on exécute une substitution 
quelconque sur les y fonctions (5), ces fonctions ne pour- 
ront que s’échanger les unes dans les autres. Si donc on 
désigne par V une indéterminée, le produit 

(NM av, _;) 


25. 
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sera une fonction symétrique. Il en résulte que toute fonc- 
tion symétrique des fonctions (5) est une fonction symé- 


trique des variables x; nous avons déjà eu l’occasion de 
faire cette remarque au n° 180. 


479. La proposition que nous venons d'établir admet 
une réciproque que l’on peut énoncer comme il suit : 


Tréorkme Il. — J7 existe toujours des fonctions qui 
admettent les substitutions d’un système conjugué donné 
et qui n'admettent aucune autre substitution. 


En effet, soient 


(1) IE SIDA AN Sy 


les substitutions conjuguées données, et désignons par X 
une fonction des x variables 


To» Lis Lys .. Lh—; 


dont toutes les N valeurs soient distinctes; on pourra 
prendre, par exemple, 


X = opt los di Has Ta he, + En A TRS 


os Lie. #,_1 étant des nombres inégaux. 
Soient 
CR Xy5 AMIE de X,_; 
les résultats obtenus en exécutant sur X les d substitu- 
tions (1), et posons 


V —= XX NS e X, _1 


il est évident que la fonction V admet les  substitu- 
tions (1) et qu’elle n’admet aucune autre substitution. 


Remarque. — Si l’on pose 


VS (Xo Xis Xasc., X,_;) 
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f désignant une fonction symétrique de X5; X:,..., ue , 
la fonction V admettra les substitutions (1); mais elle peut 


aussi en admettre d’autres, si la fonction f a une forme 
convenable. Si l’on fait, par exemple, 


V=X;, +<X, +...+x 


: 209 
BY 


V sera une fonction symétrique des variables x,, æ1,..., 
Ln_1° 


Des fonctions semblables. 


480. Deux fonctions de 2 variables sont dites sembla- 
bles, lorsqu'elles admettent les mèmes substitutions. 
Ainsi les fonctions 


To Xi + LT) (Lo + M)(X2 + x) 


des quatre variables x6, æ1, æ2, x4 sont semblables, car 
elles admettent les huit mêmes substitutions, 


(ti; 22) (a, Ts) 


(to; xs)(tis Zi) 


RES ROUE TA 
EPREANE ME RE 


(Los Ts Lis Là) 


I | AN REEL) 


(x, xs) 








qui forment un système conjugué dont l'indice est égal à 3. 
Lagrange a fait connaître une propriété importante des 
fonctions semblables que l’on peut énoncer ainsi : 


Étant données deux fonctions semblables des n va- 
riables Xo, Li, X2,.., X,_1, chacune de ces fonctions 
est exprimable par une fonction rationnelle de l’autre 


dans laquelle Les coefficients sont des fonctions sy mé- 
triques des n variables. 


Cette proposition est contenue dans une autre plus 
générale que nous allons établir. 


Tréorëme. — Étant données deux fonctions des 


3G0 COURS D'ALGÈBRE . SUPÉRIEURE. 


n variables ts; guptaapsarotne 


NE PTE: ds: clear re See 
\ 
Poe 71e Li; Las. vis Tai ) 


si la fonction y admet toutes les substitutions de la 
Jonction V, elle est exprimable par une fonction ra- 
tionnelle de V, dans laquelle les coefficients sont des 
Jonctions symétriques. 


En effet, soient 


KN (a 
, S15 Dj.) DES 


les substitutions conjuguées de V, et 


ARR PSS PRE À 


rt | 


les y substitutions par lesquelles on déduit respectivement 
de V les y valeurs distinctes que cette fonction peut ac- 
quérir; supposons enfin que Va et y, soient les résultats 
obtenus en exécutant la substitution T, sur V et sur y. 


Nous regardons T, comme égale à 1, et, en conséquence, 
Vi et yo ne seront autre chose que V et y. 
Si l’on fait 


LV) VV) (VV) (Vi): (VV 


\ 
y —1)? 


on aura, en développant, 
LINE SE PEN CEPVOQT. 


P;, P,,... P étant des fonctions symétriques. [ei V est 
regardée comme une indéterminée, et l'équation 


(1) ÿ(V)— 0 


=. 


a pour racines 


(2) Moss Vis ME COUT. 


rÉsast : 
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Considérons maintenant la fonction 


Vr % 


où mn est un nombre entier quelconque; par hypothèse, 
cette fonction admet toutes les substitutions de V; si elle 
en admet un plus grand nombre, ces substitutions pour- 
ront être représentées par 


T; Si; S29 + - 49 Su 17 

R,, R,S,, R, S2 , R; S 1 
ue ne al ele or be irae OR EONCUO CON NON PEL 
R,_;; RS, R,_, S 2 ‘9 R _; Sy 1? 


et, en les multipliant par certaines substitutions 
f, Qu; Q, RS Qu 


on formera (n° 443) toutes les 1.2.3...n substitutions 
des 2 variables. I] résulte de là que les substitutions T 
sont les produits des substitutions 


Lib B..#0; DR 


ST? 
2 Ll 


qui ne changent pas V7, par les substitutions 
1, Qi, Q,..., ER 


Ainsi, en appliquant à la fonction V"y les y substitu- 
uons ©, on obtiendra les À valeurs distinctes de cette 
fonction, répétées chacune p fois; par conséquent la 
somme 


VS + Vi + Via Von ro 


est une fonction symétrique des 7 variables æ6, æ1,..., 
Xh_1. 91 donc on donne à m les valeurs successives 0, 1, 
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2,..., (v—1), et que l’on pose 

Ver ROSES TOUR 

Vo Yo + Viry: HV; 7: +. . che Vi LE 

(BONE me VOA ENS Ja MEN fn 


se 0 


to; l,.. seront des fonctions symétriques. 
Ajoutons les équations (3), après les avoir multipliées 
respectivement par les facteurs indéterminés 


s « 


FRA TE NAES sels Gi Ts 


y —97? 


et faisons, pour abréger, 


(4) cp (VV PA VAT 2 ANS 


on aura 
NeiV)+ Ti ? (Vi) He... ax ? ( Yt00) 


= toile. HE, À CEE 


y—2 y—9 


(S) 


et si l’on veut la valeur de y, par exemple, il suflira de 


déterminer les facteurs À5, 1,..., de manière que l’on ait 
(6) p(Vo) = 0, HV) ÆOES p(V,_;)—0, 
SAND 1 AP Red 
excepté 9{V,)— 0 ; alors l’équation (5) donnera 
2 À, nt. ae 1 


I 





(r) do lib. be 
7 Te — 
‘ NE 


y 


et il ne restera plus qu’à trouver les valeurs de À, À,..., 
ce que l'on peut faire très-aisément de la manière sui- 
vante. 
Les équations (6) qui déterminent ces facteurs expri- 
ment que l'équation 
Ad ET 
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. A e ? I 4 
a pour racines V,, Vi,..., V, _,, excepté V5 ; mais l’équa- 
tion (1) 
Y(V) 10 
A . . > 
a ces mêmes racines, y compris es et comme d’ailleurs 


les plus hautes puissances de V dans 9 (V) et dans Y(V) 


ont pour coefhicient l’unité, on aura identiquement 


(VE LES 
P 


ou, en développant le quotient de Y(V) par V—V,, 


p{V)—=V' IEP | V2 p, [VS+.. + P 


I 


ni Pi) PRO 
NS 2 
P PER 
RPAVULE 
P 
Ve 
EE 


En identifiant cette valeur de O (V) avec celle donnée par 
l’équation (4), on obtient les valeurs suivantes des fac- 
teurs À : 


À ml tV,, 


» 
y — 


DE PV + ve 


S AVE PA à 2 3 
( ) Jose PEN Re Evo 


Ces facteurs étant tous exprimés en fonction de V, et des 
fonctions symétriques, il en sera de même de Fa On peut 


donner à l'expression de Y, une forme très-simple; si l’on 
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fait, pour abréger l'écriture, 


15 =é,_, +Pié, RSR DE à: 2 EST 


y] y 


1 /0> 


s DUR TURC, 0 SPIP PRE REPARER lo 


Æ y —— à 


AR AE er TE TL 300» 


Seti ue 


So —= lo 
et que l’on désigne par O (V,) le numérateur de la va- 
leur dey,, donnée par l'équation (3), on aura 


(9) GUN) av, +, ‘ES + A TOR 


Quant au dénominateur de lexpression de y, il est égal 
à PV) c'est-à-dire à la valeur que prend la fraction 
ÿ(V) 


ea pour V— Ne : cette valeur est 


y— 2 


MES 
p 





(ro) AUTO VE Vin No nc UE .+P 


A 


J' désignant la dérivée de 4. On a donc 








e(v,) 
ja CAP) 
ou 

®(V) 
(12) PNR 


en désignant simplement par V l’une quelconque des 
valeurs V;, V;,...,et par y la valeur correspondante 
dela suite Yos Vase cv . 

La formule précédente démontre le théorème énoncé, 
et elle donne l'expression de y en fonction rationnelle 
de V. Ajoutons que, par la méthode exposée au n° 182, 
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on pourra donner à la formule (r2) la forme plus simple 
Mas Liv 
IT (V) désignant une fonction entière du degré y — 1 au 


plus, dans laquelle les coefficients de V sont des fonctions 
symétriques des variables x. 


Sur la formation des fonctions de n variables, qui 
admettent des substitutions données. 


481. Le problème qui a pour objet de former les fonc- 
üons de 2 variables, dont le nombre des valeurs distinctes 
est égal à un nombre donné y, se ramène, d’après les 
théorèmes précédents, à la détermination des systèmes 
de substitutions conjuguées dont lindice est égal à ». 
Effectivement, quand on connaîtra un tel système, on 
obtiendra, sans difhiculté, par le théorème du n° 479, une 
fonction particulière V correspondante, qui aura préci- 
sément y valeurs distinctes. Et, quant aux autres fonctions 
semblables, elles seront toutes exprimables, comme on 
vient de le voir, par des fonctions entières de V du degré 
ÿv— 1, dans lesquelles les coeflicients des puissances de V 
seront des fonctions symétriques. 

Considérons, par exemple, les fonctions qui ont deux 
valeurs distinctes. Les substitutions de ces fonctions 
forment un système conjugué dont l'indice est égal à 2; 
ce système.est unique, comme on l’a vu au n° 417, et il 
se compose des substitutions qui équivalent à un nombre 
pair de transpositions. Les fonctions V dont nous nous 
occupons sont donc semblables, et si l’on désigne par P 
lune d’elles, l'expression générale de V sera 


V = À + BP, 


À et B étant des fonctions symétriques. On peut prendre 
pour P la fonction alternée des 2 variables x5, æ,,..., 
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Xh_1, dont nous nous sommes occupé au n° 236 et qui a 
pour expression 


Pr — 2) (ri — Zoe (dns — do) (22 — 21)... (ans — ns). 


Il est évident que les fonctions qui ont deux valeurs 
distinctes admettent toutes les substitutions circulaires 
du troisième ordre qu’on peut former avec les variables, 
et qu'elles n’admettent aucune transposition. 

Parmi les fonctions qui répondent à un système donné 
de substitutions conjuguées, on peut se proposer de dé- 
terminer les plus simples, par exemple celles qui, étant 
rationnelles et entières, ont le plus petit degré. Énoncé 
dans ces termes, le problème qui nous occupe exige des 
considérations d’un tout autre ordre, et sa solution offre 
de sérieuses diflicultés. Nous n’aborderons point ici l’é- 
tude de ce nouveau problème qui est d’ailleurs tout à fait 
en dehors de notre sujet ; toutefois, afin de présenter une 
application de la théorie que nous avons développée dans 
les Chapitres précédents, nous croyons utile de faire con- 
naître ici un procédé particulier par lequel on obtient 
facilement les fonctions qui répondent à certains systèmes 
de substitutions conjuguées. 

Si un système de substitutions conjuguées est m fois 
transitif, nous dirons, avec Cauchy, que les fonctions 
qui admettent ces substitutions sont m fois transitives. 


Des fonctions doublement transitives de n variables 
qu'ont 1.2.3...{n— 2) valeurs, r étant premier. 


482. Les fonctions dont il s’agit ici jouent un rôle 
considérable dans la théorie des équations algébriques. 
Elles répondent au système conjugué formé par les 
n (7 — :) substitutions linéaires et entières de la forme 


de Re À 
9 
z 
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z désignant successivement tous les indices 0, 1, 2,..., 
(72 — 1) des n variables 


1) Lo) Lis Tiges en Lai 9 


et les valeurs de az + b étant prises, suivant le module », 
entre les limites o et 72 —r. 


Soit & une racine de l’équation 
q 


L'— 1 
2 SCIE NO 
T—1 . 
et posons 
(3) = L+arn + ex +... Hair, ;: 


il est évident que ét est une fonction des 2 variables (1) 
ue Pa der et er valeurs distinctes. 
Exécutons, sur la fonction t, la substitution d'ordre n 


ml 


ainsi que les puissances successives de cette substitution. 
On obtiendra 2 résultats 


(4) los li, CPR lis 


et comme £, se déduit de £ en remplaçant chaque indice  . 


par Zz +, On aura 


SAT ES nes 


{ 


+... + aa 


nl uni 


Soit 
p+jæ=i où j—=i—p (mod.zx), 


i étant compris entre o et n — 1, il viendra 


bn = a (a Hat Hat +... + a EN À 
Où. 


(Lite LYS 
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ainsi chacune des fonctions (4) est égale au produit de t 
par une puissance de &, et comme on a 


a 21 9 
les fonctions dont il s’agit ont la même puissance niène, 
Si donc on pose 8 — {", ou 
(5) 0 = (2 + ari FNENE ORa, 


la fonction 0 sera invariable par la substitution circu- 


3 


[ 3 HI : es 
laire } et il est évident que le nombre de ses va- 


leurs distinctes sera 
NS PRO 
Maintenant désignons par r une racine primitive pour 
le nombre premier n, et exécutons sur les indices z des 


variables x les puissances 0, 1, 2,..., (7 — 2) de la sub- 
süitution circulaire, d'ordre 7 — 1, 


é 


on obtiendra ainsi 7 — 1 résultats que nous représente- 
rons par 

(6) ds 9,, Has 0e ue 

On aura généralement 


L— Î 
0, (er. "E + ie 


+, ° +) 
et si l’on pose 
jr=i, j=ir" "TT" (mod. 2), 


1 étant compris entre o et 2 — 1, il viendra 


PRE = Cr, +... + PAPE 


n 
pe PE à 


d'où il suit que 0, se déduit de 0 en remplaçant & 
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r' n—1 cr 


par & . Or, si l’on donne à w. les valeurs successives 
D, 12, 46,4 (2:02), 
r"_  !* prendra toutes les valeurs 


suivant le module 7, et, par conséquent, l’expres- 


ri 


- n2 e- . 
sion donnera successivement les TT — I racines 


(7) io. OS APR 


de l'équation (2). Donc les valeurs des fonctions (6) s’ob- 
tiendront en remplaçant & par chacune des racines (>) 
dans l'expression de 4; on a ainsi 


f RL (ro D mL 2e 2 Le TS en ml NE 7 7) LA 

D (ro 6 ai + GT: 4, MR 6 7, }e, 

(8) Be (a que pra pr a), 
MT Ms MS UMR à LT EN CE EUR 

RER ER Nm ESS PE re PT 


Chacune des fonctions (8) est invariable par la substi- 


e Z + I 0 A . 
tution } et quand on applique à ces fonctions la 
: Z 


. 0 TZ 
substitution }» elles se changent les unes dans les 
Z 


autres ; si donc on désigne par 0 une indéterminée, la 
fonction 


be TRES ST ETS 


admettra les substitutions 


M 


par suite, elle admettra toutes les substitutions linéaires 
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w 


et le nombre de ses valeurs distinctes sera 1.2.3... (7—2). 
Il est évident que toutes les fonctions symétriques de &, 

8,,..., 8,_, admeitent les substitutions linéaires et en- 

uères ; ces fonctions sont donc deux fois transitives. 


et entières 


483. Si d désigne un diviseur de 7 — 1, que l’on fasse 
n—1— de, 


et qu'on applique à la fonction @ les puissances de Îa 
substitution régulière 
| ri) 
? ÿ 2 


qui est de l’ordre e, on obtiendra e résultats 
MAL RAA RL VOLE 
et il est évident que la fonction 


fo 0: POLE ON CAS la El 





aura 1.2.3...(7: — 2) X d valeurs distinctes. 


Des fonctions triplement transitives de n + 1 variables 
quiont 1.2.3...{n — 2) valeurs, n étant premier. 


484. L'existence des fonctions dont il s’agit est évidente 
& priori; ces fonctions répondent au système conjugué 
formé par les (72+1)72{(n7—1) substitutions linéaires 
relatives au module premier 7. La règle que je vais 
exposer pour les obtenir ne diffère que dans la forme de 
celle qui a été donnée, pour la première fois, par M. Émile 
Mathieu. 

Le nombre 7 étant supposé premier, considérons d’a- 
bord les n variables 


(1) | Æo) Li; Tiges Tnt 9 
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et posons, comme au n° 482, 


d—= (TE ax, + or +... + og} 
6, = (rot 6x 6m en . . + 6 x, _i}r, 
Gr ATR.ONS AUS NF. or ... . L1 . L2 * e L] L . . . L2 . . L] , . L L1 s 


Ga (ro + or + m2, +... +otiz, ii}, 
a, 6,7,..., w étant les 7 — 1 racines de l’équation 


Æ — 1 
——— 7x Q. 

ZT —I 

Soit v une fonction rationnelle et symétrique quelconque 
des rm —1 expressions (2) : cette fonction y sera inva- 
riable, comme nous l'avons vu, par toute substitution de 


la forme 
TA 

(3 ) 
Àz étant une fonction entière quelconque de l'indice z. 

D’après la théorie des fonctions semblables, toute fonc- 
tion des variables (1) qui admet les substitutions (3) est 
une fonction rationnelle de dans laquelle les coefficients 
des puissances de # sont des fonctions symétriques. Dési- 
gnons donc par V, une fonction rationnelle arbitraire de 


Ja quantité v et d’une nouvelle variable que je représen- 
terai par x, ; Vo sera une fonction des 7 +1 variables 


T0 » Li, Toys. s ni Léo» 


qui sera invariable par toutes les subsiitutions entières et 
linéaires ; on peut, si l’on veut, prendre pour V, la fonc- 
tion s elle-même. 

Cela posé, soit 0z une fonction rationnelle linéaire 
d'ordre n +1 pour le module n, et désignons par V; la 
valeur que prend V, quand on exécute 2 fois sur cette 
fonction la subsutution 

Br 


\ 2, 
Lie 26 
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ce que l’on peut exprimer en écrivant, d’après la nota- 
tion de Cauchy, 


(4) nl V.. 


Soit encore & z une fonction rationnelle linéaire d’ordre 
quelconque pour le module #, et exécutons sur V; la sub- 


G Z 
Acte er 


on obtiendra un résultat qui peut ètre représenté par 


oz biz 
Wire ( ) ji 


Or, si ] désiene un entier quelconque, comme la fonc- 
, 9 q 1 1 


stitution 


tuon Oz est d'ordre n +1, on pourra effectuer la substi- 
Vars 


, cotz : > . 0js9tz 
tution | en faisant d’abord la substitution | | , 
7, A 


‘ 


L2 


l RE Ca bee D #4. à 
puis la substitution :) + On peut donc écrire 
Z 


oz gt+i—j3\ /06/250'z\ 
(Rare (5) (OPEE pue 


égalité où chacun des nombres £ et j est arbitraire. Mais, 
d’après le théorème du n° 472, à chaque valeur de l’un 
des nombres 7, j correspond pour l’autre nombre une 


(re 2 


est une substitution entière ; et en outre, quand l’un des 
nombres À, j reçoit successivement les 2 +1 valeurs 
0,1,2,...n, l’autre nombre prend aussi toutes ces mêmes 


valeur telle, que 


valeurs. Si donc z'et ; sont choisis de manière à réaliser 
les conditions du théorème que je viens de rappeler, 
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comme V, est invariable par les substitutions linéaires et 


entières, On aura 


Qn+i—) 3° 
(fe) ea } 
Z Z 


/ 


ou, d’après la formule (4), 


(5) (He Vai=js 


Z 


et, je le répète, si dans cetie formule l’un des nombres z, 

j prend successivement les 7 + 1 valeurs o, 1, 2,...n, 

l'autre nombre prendra aussi successivement toutes ces 
P 


mêmes valeurs. 
La formule (5) exprime cette conséquence remar- 


quable, que les nr + 1 fonctions 
(6) NL Ed KP TE 


forment un système qui est invariable par une substitu- 
tion linéaire quelconque, c'est-à-dire qu’une telle sub- 
stitution ne peut qu'échanger entre elles les fonctions du 
système. 


Si donc T désigne une fonction symétrique des expres- 
sions (6), que l'on fasse, par exemple, 


(7) TV) (NV)... (V—V,}, 
V étant une indéterminée, la foncuon T admettra toutes 
les substitutions linéaires; elle sera donc triplement tran- 


sitive, et elle aura 1.2.3...(72 —2) valeurs distinctes. 
Si l’on désigne par T, et T, deux fonctions semblables 


à la fonction T,, par P la fonction alternée 
(xi— 2)... — 2.) (ai — x)... (as — xs) 
des 7 + x variables, et que l’on fasse 


SEAT: in PT 
26. 
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la fonction S admettra toutes les substitutions linéaires 
dont le déterminant est résidu quadratique de 7, et qui 
équivalent en conséquence à un nombre pair de transposi- 
tions. S auradonc 2 >< 1.2..,(n— 2) valeurs distinctes, 
ainsi que M. Mathieu en a fait la remarque. On peut aussi 
former les fonctions S de la même manière que les fonc- 
tions T, en faisant usage du corollaire du n° 472; mais 
nous devons nous borner à cette indication. 


* Sur les fonctions triplement transitives de six variables 
qui ont six valeurs distinctes. 


485. On peut donner plusieurs formes diverses aux 
fonctions dont nous venons de nous occuper; nous pren- 
drons comme exemple le cas des fonctions transitives de 
six lettres qui ont six valeurs distinctes. 

Les variables étant désignées par 


Lo Ti, Los LT; Lis Ts 


nous poserons 


Vo pans L, LT) + x: l, —|- La Ly 9 


et les indices z étant pris suivant le module 5, nous effec- 
tuerons sur V, la substitution du cinquième ordre 


É a LE (0, 1, 2, 3, 4) 


p2 
et ses puissances; on trouve alors les résultats suivants : 


! 
Vo = L NTI Ts, Tr Las 


Vi aituriliuTops d'a Lea 
Var Dire LATE Di Lo 
Ni L. Le À Li Lim Li At 
Vi rur, 2 TR T0. 


Ensuite, si l'on fait 
T=(V—V)( —Vi)(V—V) (VV) (VV). 


LA 
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V étant une indéterminée, la fonction T sera invariable 
par toutes les substitutions linéaires et entières, et, comme 
elle n’est pas symétrique, elle aura précisément six valeurs 
distinctes. Pour justifier cette assertion, il suffit d'établir 
que la fonction T est invariable par deux substitutions 
linéaires, l’une du quatrième ordre, l’autre du sixième. 
La substitution du quatrième ordre 


ons) 


Z 
laisse V, invariable, et elle change 


V,, V:, Va, V, 
en 
V: , V, , V, ; V: ; 


ensuite la substitution du sixième ordre 


LA 
22 





) OC ON LUS TO 


z î 
change 
Vo, V,, LE V:, V, 


\'é Vos V:, Vis 13. 


ce qui achève la démonstration de notre proposition. 


Méthode de Lagrange pour calculer une fonction des 
racines d'une équation donnée, quand on connaît 
une autre fonction quelconque des racines. 


486. Parmi les travaux publiés depuis un siècle sur la 
théorie algébrique des équations, l’un des plus importants 
est, sans contredit, le célèbre Mémoire de Lagrange, que 
nous avons déjà eu l’occasion de citer (n° 189), et qui 
fait partie des Mémoires de l’Académie de Berlin pour 
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1970 et1771. On rencontre, entre autres résultats remar- 
quables, dans ce grand travail, le beau théorème que 
Voici : 


Dès qu'on aura trouvé, par un moyen quelconque, 
la valeur d'une fonction rationnelle des racines d’une 
équation, on pourra, en général, trouver la valeur d’une 
autre fonctionrationnelle quelconque des mémes racines, 
et cela par le moyen d’une équation simplement linéaire. 
Quelques cas particuliers exigeront cependant la réso- 
lution d'une équation du deuxième, du troisième, etc., 
degré. 

Soient 

Lot à PR AE 408 


les n racines de l’équation 
(1) LH pal pat + Du ZÆ + Pr =; 
et 
Or D LATE D EN PTIT 
E EE À (0; Lis. * RAR 
deux fonctions rationneiles de ces racines dont la pre- 
mière a une valeur donnée. 
Nous supposerons d’abord que la fonction f admette 
toutes les substitutions de F; dans ce cas, on peut déter- 


miner la valeur de J par la méthode dont nous avons fait 
usage au n° 480. Effectivement, si l’on représente par 


(2) WE OV, SONO 


Jr 

les valeurs distinctes que prend F par les substitutions, et 
par 

(3) > CORSA ER ER PET ENT PE 


les valeurs correspondantes de f, que l’on pose en outre, 


(6) 
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comme au n° 480, 


PS EPP POSE ET 


y —1 


al ni Loop het AUS Loco cmt Bd ARE EE 


Di Le y 


=, 
(4) Vo TEN ME Nage EN 1 


1 Je ee À aa 
Mn ou V Tour + V DA TRUE CO VE PRIT ET, 


on pourra exprimer fo, 1, {, _, en fonction des quan- 


cn 

tités connues, puisque ce sont des fonctions symétriques 

des racines de l'équation (1). Ensuite la résolution des 

équations (4) fera connaître les inconnues y,, y1, etc. 
Nous avons vu que si l’on représente par 


(5) UNE PIN echoP, VE, 
le polynôme égal au produit 
(VV) (VV). (VV, ;), 


par Ÿ'(V) la dérivée de V, puis que l’on fasse, pour 


abréger, 
a 2 # A 21 ) 
$ hot po à a SONT DNS LT € MA à mu ? og Sade à ae: FL 
SAP Ent PTE + Pi fs Bas 1 et. + Piteu ts 
+ sv, lun) he le nf eee où x © 9 0e 0e % + 2,07 Ipialolle es of © es 1e Ge ofnfie aie n° 14 


S: (1 + P,4,, 


Son Cp? 


(7) O(V) ns Vi Las V” °C 2 dus a NE 5 hs 
les valeurs des inconnues y sont 


O(V) e(V,) SV ES 


OR Von PE) 


Dans l'hypothèse où nous nous sommes placé, la fonc- 
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tion F a y valeurs distinctes a/gébriquement; maïs ici 
Xos Lise Ans 0€ sont plus des indéterminées, et il 
peut arriver que plusieurs des quantités (2) soient rumé- 
riquement égales entre elles. Lorsque ce cas se présente, 
l'équation 

(9) ÿ(V}i= 0 


a des racines multiples, et quelques-unes des formules (8) 

deviennent illusoires; mais, dans tous les cas, si LA est 
une racine simple de l'équation (9), la formule 

ca 

pri lie) 

D DORE 

? (op) 

donnera toujours, comme nous allons le démontrer, la 

valeur de y qui répond à la valeur V de V. 
nt L p 


487. On voit, d'après ce qui précède, qu'il est néces- 
saire de compléter l’analyse du n° 480 pour l’adapter au 
cas qui nous occupe ici. Supposons que, parmi les quan- 
tités (2), il y en ait : qui soient numériquement distinctes 
et représentons-les par 


(10) Vos Vis V'ÉCR'A MS 


Soient Ve l’une des quantités (10) et a la somme de 


toutes les valeurs de y qui répondent aux valeurs de V 
égales à V,. Les équations (4) deviendront 


| VS Va 0 DEVIS US 
Vo Y Ci V,Y, FR st ERA LAN) Or TS 


VS MeV Hu LV Y ue ESS 


À 


SECTION IV. — CHAPITRE V. 409 


il est évident qu’elles ne peuvent déterminer que les 
i quantités 
D OV ve 

et que les z premières équations suflisent en toute rigueur 
pour cet objet. Mais nous en emploïerons un plus grand 
nombre afin d'arriver à des formules où ne figurent que 
les deux seules fonctions O (V}, d{V) déjà introduites. 

Désignons par r le nombre des quantités (2) qui sont 
égales à My et considérons les y — r + 1 premières équa- 
tions (11); dans le cas der — 1, aucune équation ne sera 
exclue. Ajoutons les équations dont il s’agit, après les 
avoir multipliées par les facteurs 


OLA D, AG #4 D: 
et faisons, pour abréger, 
NU, Vin Ted 0 V0, 
on aura 
Yo (Vi) + Y p(V;) He HY,, p(V:) 
PL Uo dort Gall ibn UN 2 Ut ii 4 LM 


et si l’on détermine les facteurs 9, de manière que l’on ait 


identiquement 

(Y) Y(V) 

? US 1 ar 
ip) 
la précédente équation donnera 
O6 + 0it. À... C RSPESE bre TE cet 
( 13) és ES © D lee) À } y fi c 
2%) 

L'expression de o (V) s'obtient facilement en multipliant 
les deux expressions 





Y(V)= V'+PIV} +...+P. _ V+P, 


El y 


I nel r Yo r(r+i) Ya 


—_—— ne | 


AT 91 NT ivre ENT 
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et en négligeant dans le produit les puissances négatives 
de V. En comparant le résultat obtenu avec la formule (12), 
on obtient 


7. r r(r+1) 
PR Ce + OPEN ER D ES NO 
rfr+i).,.fv = ser 
———— 9 
1.2...(v—r—1) À 
pet Tr 
0, AB ns pe —- RseMy an Vire . 


(14) r(rHi)...(v—2) pr 
6 RE 2 Nos nt | 





D’après ces formules (14) et en se servant des for- 
mules (6), on trouve que le numérateur de l’expres- 
sion (13) de Y, est le produit du polynôme 








(y i).,.(v 21 APE 
(15) (  +H{y—2) ra + 
+ r(r — 1) 2H, 


par le facteur numérique ; On voit que 


cette expression (15) est précisément la valeur que prend 
pour V — M, la dérivée d'ordre r — 1, "T1 (V), du poly- 
nôme @(V). Quant au dénominateur de lexpression 


de ,il est égal à © (V 


,) où à 
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La formule (13) devient alors 
(16) A id PA 


dans le cas de r—1, Ai doit être remplacé par J, À 
r—1 f . =. à = a alla 

O 4 par O(V,): on retombe ainsi sur celle des 

formules (8) qui détermine Ye 


La formule (16) exprime ce résultat remarquable, que 
l'expression générale 


convient à tous les cas, pourvu que, si le second membre 
Re Le O » 
se réduit à — pour V=V,, on supprime les facteurs METRE 
oO 


communs aux deux termes, avant de faire V=V,, et 


qu'on remplace y par la moyenne arithmétique des va- 
leurs qui répondent à la valeur V,. 


Soient 
Ds Pust PS se Tr 


les r valeurs de y qui répondent à la valeur V, la mé- 


thode que nous avons développée nous permet de cal- 
culer la somme 


D PP EN PSN VA je 


On pourra aussi calculer, de la mème manière, la somme 
des carrés de ces quantités, la somme de leurs cubes, etc., 
et enfin la somme de leurs puissances r°"**; on pourra 
donc former l'équation de degré r, qui a pour racines les 
quantités Yos.Y49+ ++» Ÿr_1- Ainsi, quand l'équation en V 
a des racines égales, la détermination de la fonction y 
peut dépendre d’une équation du deuxième, ou du troi- 
sième, ou etc., degré. 
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458. L'analyse qui précède peut être étendue au cas 
où la fonction y n’admet pas toutes les substitutions de 
la fonction donnée V. | 

Dans ce cas, le nombre y des valeurs distinctes de V 
est moindre que N — 1.2...7; et si l’on pose 


Nu 


les N valeurs de V se partageront en y groupes contenant 
chacun v valeurs égales. Soient 


| rat | ) 


ARRET) POP DE  Nunri 
td a EE à PAR RE 


D'UN SSD D'0 10 Où: GUN RS" 087 UNS SA : 
U —1) 


” (1) W 
V. D era À + 


9—1 Co 
ces y groupes, et 39 la valeur de y qui correspond 
ratio 
à V?. 
P 


Désignons par z une fonction symétrique et ration- 
nelle quelconque des quantités 


(1 p—1) 
Th) NES AE r' 


il est évident que la fonction z admettra toutes les sub- 
stitutions de VE on pourra donc exprimer z en général 


par une fonction rationnelle de hs Quand on aura ainsi 


calculé y fonctions symétriques des quantités EEE Fi re 


sta) on pourra former l'équation du degré pm, qui a 


pour racines ces l valeurs de NE 


489. On voit, par ce qui précède, qu’on pourra tou- 
jours déterminer les n racines #6, X1,..., X,_, d’une équa- 
tion donnée du degré n, si l’on connaît la valeur d’une 
fonction V de ces racines, pourvu que les 1.2.3...7 va- 
leurs que prend V, quand on y permute les racines, soient 
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différentes, non-seulement sous le rapport de la forme 
algébrique, mais encore au point de vue numérique. 

En effet, on peut supposer que la fonction inconnue y 
se réduise à l’une quelconque des racines, à x, par exem- 
ple; alors on pourra exprimer x, en fonction rationnelle 
de V et des coeflicients de l’équation proposée : si ensuite 
on suppose que y se réduise à une autre racine x, on 
pourra de même exprimer x, en fonction rationnelle 
de V, et ainsi de suite. Il résulte de là que si la valeur 
donnée de V est commensurable, c’est-à-dire exprimable 
en fonction rationnelle des quantités que l’on regarde 
comme connues, les racines de l’équation proposée seront 
toutes commensurables. 

Mais si la fonction V n’a pas toutes ses valeurs dis- 
tinctes, qu’elle prenne, par exemple, À valeurs égales par 
les substitutions auxquelles répondent les valeurs 


To, Lips. LT}: 


de la fonction y — x, la méthode précédente ne fera 
plus connaître ces racines, elle permettra seulement de 
former l'équation du #*”* degré dont elles dépendent, 

La théorie qui vient d’être exposée comprend tout ce 
que l’on sait de plus général sur l’abaissement des équa- 
tions quand on connaît une relation entre les racines, 
car ce cas est évidemment le même que celui où l’on 
donne la valeur d’une fonction des racines, 


Recherches de Galois relatives à la theorte précédente. 


490. L'analyse que nous venons de présenter. nous a 
conduit à un théorème dont on comprend toute l’impor- 
tance et que l’on peut énoncer comme il suit : 


THéorëme. — Si 


(1) PAPE 
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est une équation quelconque de degré n, mais qui n’a 
pas de racines égales, et que 


NE (2e Tige CEE Let] 


CS 


soit une fonction rationnelle des racines %o, Xis..., Ann 
de l'équation (1), tellement choisie, que les 1.2.3...n va- 
leurs qu’elle prend, par les substitutions des racines, 
soient toutes différentes, on pourra exprimer ces n Ta- 
CÈRES Los Lis-.s Lh_1 ER fonction rationnelle de V. 


Il ne sera pas inutile de faire connaître ici la démons- 
tration que Galois a donnée de ce théorème dans le cé- 
lèbre Mémoire inséré au tome XI du Journal de Mathe- 


matiques pures et appliquées. 
Nous désignerons par V, la valeur donnée de V, et par 


d'a 4 ANR 


T1 


les p—1.2.3...(n—:1) valeurs que prend V, par les 
substitutions des 2 — 1 racines 


Lis Ligoss y nie 
On aura alors une équation en V du degré u, savoir, 


(2) Né No NT de 


\ 
PAT 
dont les racines V,, V,,... seront toutes différentes et 


dont les coeflicients, qui sont des fonctions symétriques 
des racines Z1, T2,.:., X,_1 de l'équation 


J (x) 


X — Lo 


TION, 


s’exprimeront rationnellement par les coefficients de cette 
équation, c’est-à-dire en fonction rationnelle de x, et des 
coeflicients de l’équation proposée (1). Par suite, l’équa- 
tion (2) pourra être mise sous la forme 


(3) F(V,æ)=o, 
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F désignant une fonction rationnelle de V et de x. Or 
l'équation (2) ou (3) est satisfaite pour V=— V ; on aura 
donc identiquement 

15 (Vo, te) — 0» 

en sorte que l’équation 
(4) F(V,, x)—0 
sera satisfaite en posant 
et, en conséquence, les équations (1) et (4) auront une 
racine commune x,. Je dis, de plus, que ces équationsne 
sauraient avoir d'autre racine commune. Supposons, en 


effet, que l'équation (4) soit satisfaite pour x = x;, on 
aura identiquement 


FEV, Ho 
par suite, l'équation 
(5) DANS LEE 0 
sera satisfaite pour V = V,. Or l’équation (5) se déduit 
de l’équation (3), ou de l’équation (2), par la transposi- 
tion des racines x, et x,3 d’ailleurs, par cette transposi- 
tion, les quantités V,, V;,..., Mi se changent en d’au- 


tres V', V'.,..., V'_,. toutes distinctesdes premières par 


hypothèse ; donc l’équation (5) peut se mettre sous la 
forme 


| 


NN NP +7 cr 


4 


0; 


et l’on voit qu’elle ne saurait avoir V, pour racine. 

Les équations (1) et (4) n'ayant que la seule racine 
commune X,, on déterminera facilement cette racine. 
Pour cela on cherchera le plus grand commun diviseur 
entre f(x) et F (V,, x), et l’on poussera l’opération jus- 
qu'à ce qu'on obtienne un reste du premier degré en x : 
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en égalant à zéro ce reste, on aura une équation qui fera 
connaître la valeur de xs, 

| ZEN) os AN 
et cette valeur de x, sera évidemment rationnelle en V, 
puisque l'opération du plus grand commun diviseur ne 
peut pas introduire de radicaux. 

On peut opérer de la même manière pour trouver les 
autres racines, et l’on obtiendra ainsi des expressions 
rationnelles, telles que 


zh (V); æ—bi(V),..., Lan Æ Ya (V): 


ConozvarrE Î.—L’équationenVdudegréN—1.2.3...n, 
qui a pour racines toutes les N valeurs de V, et dont les 
coefficients s'expriment rationnellement par ceux de l’é- 
quation proposée, jouit de cette propriété remarquable 
que toutes ses racines peuvent étre exprimées rationnel- 
lement par l'une quelconque d’entre elles. 

Soient, en effet, V et V, deux valeurs de V; V, est 
une fonction rationnelle des racines x, X1,..., æ, 1, 
lesquelles, d’après ce qui précède, sont des fonctions ra- 
tionnelles de V : on aura donc 


| v,— © (V); 
O désignant une fonction rationnelle. 


ConozLaime II. — Étant données tant d'irrationnelles 
algébriques qu'on voudra, on peut toujours Les exprimer 
toutes en fonction rationnelle d’une méme irrationnelle. : 


Nous nommons irrationnelle algébrique toute quantité 
qui est racine d’une équation algébrique dont les coeff- 
cients sont des fonctions rationnelles des quantités regar- 
dées comme connues. Cela étant, soient 


Los Ti. 229 Li 


m irrationnelles algébriques quelconques ; on pourra for- 
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mer une équation d’un certain degré n, à coeflicients 
commensurables, dont ces mn quantités seront racines, et 
qui n'aura pas de racines égales. Soient 


Toy Lise. y Lni 


les 2 racines de cette équation, et désignons par V une 
fonction rationnelle de ces 7 racines telle, que les valeurs 
qu’elle prend par les substitutions soient toutes distinctes. 
V sera une irrationnelle algébrique en fonction de la- 
quelle les m irrationnelles données pourront s'exprimer 
rationnellement, d’après le théorème précédent. 

Nous admettons comme évident qu’on peut toujours 
former une fonction rationnelle de m quantités inégales 
telle, que les 1.2.3...m valeurs qu'on en déduit par les 
substitutions soient différentes. 


A9. APPLICATION A UN EXEMPLE. — Le théorème pré- 
cédent fournit une méthode beaucoup plus simple que 
celle qui résulte de la théorie de Lagrange, pour déter- 
miner les racines d’une équation quand on se donne une 
fonction de ces racines. Nous prendrons comme exemple 
le cas de l'équation du troisième degré. 

Soit l’équation 
(1) 2 + pi X?+ P1Z + Ps; —0, 
et posons 

N—= ax, L'or cr. 
En transposant les lettres x, et x;, on obtient ces deux va- 


leurs de V, 
Vo ax, + br, + cr, 


V, = ax + bai + cr; ; 
l'équation en V sera alors 


(V—V,)(V—V,)—=0, 
ou 
Vi—[2ar,+(b+c\(x +x)]V 
+ [ax + a(b + c)ri(ti +22) + bc{x?+x2)+(b+c)rix]—0o. 
II. 27 
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On peut chasser x, et x, de cette équation à l’aide des 
relations 
Ty tr Mae Pierre 
Li C3 = Pa — Lo(di + dr) = pr + Pit + x}, 
Rita (pi— 2pr)— is 
et l’on aura 
( V—[{2a—b—c)x —p(b +c)]V 


+ [(a?+ DE ce — ab — ac — bc) Lt 


(2) 





+(b+ ce —ab—ac)pix) + bcp} —(b — cp: | = 0. 


Il faudra maintenant, pour avoir x,, faire x = x, dans 
le premier membre de l’équation (1) et chercher le plus 
grand commun diviseur entre le polynôme que l’on ob- 
tiendra ainsi et le premier membre de l'équation (2) 3 
n'y a même aucun calcul à faire dans le cas particulier où 
l’on a 
a+ + c— ab — ac — bc — 0; 

car l'équation (2) ne contient plus alors que la première 
puissance de x, et elle en fait connaître immédiatement 
la valeur. Ce cas simple se présente si l’on prend pour a, 
b, c les trois racines cubiques de l'unité. 

Soit « une racine cubique imaginaire de l'unité, et 
posons 


2 


LE ES ba 2e Ca, 


on aura, à cause de & + &œ Li = o, 
V'— piV + (p?—3p.) 
; 3V 
492. Le théorème démontré au n° 490 a pour complé- 
ment la proposition suivante qui n’a pas moins d'’impor- 


tance dans la théorie des équations. 


Tuéornkme. — Socent 


(1) RTE 
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une équation de degré n qui n’a pas de racines égales, 
et 
(2) VD Ti ie ei At) 
une fonction rationnelle des racines *5, xX1,..., x,_ et 
des quantités connues, tellement choisie, que les 
N=:.2.3...n fonctions qu'on en déduit par les substi- 


tulions des racines aïent des valeurs numériques iné- 
gales. Soient aussi 


(3) F(V)—0 
l'équation de degré N qui a pour racines les N valeurs 
de V, et F (V) un diviseur irréductible de degré » du 


. À PA à f % : . 7. 
polynôme $ (V); désignons enfin les racines de l’équa- 


Lior2 

(4) ._ F(V)=o 

par 

(6) Nos MT VOS ee tuer re 

Si les racines de L ‘équation proposée (1) sont représen- 
tées par 

(6) Yo (Vo); DiVo),-.e, Ya (Vo) 

elles pourront l’étre aussi par 

(7) «Do (Vis (Vi), ess dans (Vi), 


V; désignant l’une quelconque des quantités (5). 


En effet, l’équation (1) admet par hypothèse la racine 
Ur (Vo); on a donc J'Y (Vo) —O, et, par conséquent, 
V, est racine de l’équation 


Fh(V)= 0. 


Or V, est l’une des racines de l'équation (4) et, comme 
celle-ci est irréductible, toutes ses racines doivent satis- 


27. 
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faire à l’équation précédente, on a donc fl; (V;) = 0, ce 
qui exprime que les quantités (7) sont racines de l'équa- 
tion (1). 

Pour achever la démonstration du théorème énoncé, il 
reste à prouver que les quantités (7) sont distinctes. Je 
dis qu’on ne peut pas avoir d3(V;) — d;(V;), si j est dif- 
férent de k; en effet, si cette égalité avait lieu, V; serait 
racine de l’équation ; 

W(V)— Y;(V)=o, 
laquelle admettrait alors chacune des racines (5) de l’é- 
quation irréductible (4); on aurait donc en particulier 
Wa (Vo) — (Vs) — 0, ce qui est contre l’hypothèse. 

Cororrarre. — Les substitutions 1, S,, S,,...,S,_,, 
par lesquelles on passe de la permutation (6) des racines 
Los Lise. T1 AUX Y permutations (7), forment un 
système conjugué. En d’autres termes, les y permuta- 
tions (7) constituent un groupe. 

En effet, on a V; — 0 (V;), 8 étantune fonction ration- 
nelle ; il s'ensuit que V, est racine de FO{V) — 0; cette 
équation admet donc la racine V;, et 8(V;) est l’une des 
racines V, de l'équation (4). Cela posé, désignons par A; 


la permutation (7), on aura 
SA — A; oO (Vi), (Vi)... , a OV), 
et, en faisant la substitution S,, | 
Sy SiAo — 0 (Vj), DO (V;),..., ps 0{V;) 
el Vlr Di VE lon NE UNE) DER 


d’où 
S; S; —= Se. 
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SECTION V. 


LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS. 





CHAPITRE PREMIER. 


DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ. 
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LA RÉSOLUTION ALGÉ- 
BRIQUE DES ÉQUATIONS. 


Résolution de L "équation générale du troisième degré. 


493. Méruope DE Huppe. — Parmi les méthodes con- 
nues pour la résolution de l’équation générale du troisième 
degré, la plus simple est, sans contredit, celle de Hudde. 
C’est aussi celle que nous exposerons la première. 

Comme on peut toujours faire disparaitre le deuxième 
terme d’une équation, nous considérerons l’équation 


(1) | TL + PT +4 = 0 

débarrassée du terme en x°. Posons 

(2) T—Y +2, 

Y étant une nouvelle variable et z une fonction de y, 
que nous nous réservons de déterminer, de manière que 
l'équation transformée en y rentre, s’il est possible, dans 


les classes d'équations que nous savons résoudre. Rem- 


plaçons dans l'équation (1) x par sa valeur tirée de (2), 
on aura 


(y +z$ +p(r +z)+gqg—=o, 
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ou 
(3) (++ g)+(r +z)(3r2+p)—o. 
Si, maintenant on détermine z par la condition 


3Y7z+ p—0, 
ce qui donne 


l'équation (3) deviendra 


a 
2 





ARE ne EE 
ou 
P° 
6 S RC LE LES 7 
(4) Ra nor 


Cette équation en y peut se résoudre à la manière des 
équations du deuxième degré, car elle ne contient que les 
puissances y° et y‘. Ensuite, quand y sera connu, on 
aura x par la formule 


LR 
(5) CE Fe 


L'équation du sixième degré (4), à laquelle nous ra- 
menons ainsi l'équation proposée, a été nommée par 
Lagrange la réduite ou la résolvante de l’équation (1). 

Quoique cette résolvante ait six racines, la formule (5) 
ne donnera pourtant que trois valeurs de x, comme cela 
doit être. En effet, la résolvante ne change pas quand on 


change y en — 2 en sorte que ses six racines forment 
14 
trois groupes tels, que le produit des deux racines de 
ea Hp Sri jte 
chaque groupe est égal à — = et il est évident que la for- 


mule (5) donnera la même valeur pour x quand on rem- 
placera y successivement par les deux racines d’un même 
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groupe. Ceci va résulter, au surplus, de l’expression même 
des valeurs de x dont nous allons nous occuper. 
De l'équation (4) on tire cette valeur de y”, 


A AE ST 
On IHV/F+E 





ou 
(6) JERS LEUR 
en faisant, pour abréger, 
2 3 
R=T+ re 
4 27 
enfin, on tire de l’équation (6) 





(7) = TER. 


Cette expression, à cause des valeurs multiples des radi- 
caux, donne les six racines de l'équation (4); mais nous 


. . 3 C me 
admettrons, dans ce qui va suivre, que VENTE 
2 
’ 1 e. o . 
représentera seulement l’une des trois racines cubiques de 
— 1+ VR. Ce sera celle que l’on voudra, mais ce sera 
2 


toujours la même; en sorte que, si x et 6 désignent les 
deux racines cubiques imaginaires de l'unité, les six 
racines de l’équation (4) pourront être représentées par 


(8) VAE a/— LR, /—T+VR. 


Et comme des deux radicaux 


VER, fr, 


le premier nous représente, par notre convention, celle 
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L1 L1 . [4 ee = À 
des trois racines cubiques de — 7 + VR que nous vou- 
2 
| 2 Q . 
drons, le second également celle des trois racines cu- 


biques de iL'. 4 2) BR ‘que nous voudrons, et qu'en outre 
{ ps q ; 


3 
leur produit a pour cube — Fay, nous pouvons choisir les 
27 


valeurs de ces deux radicaux de manière que leur produit 


soit égal à — £; on aura alors 


3 





D) ne Ne RER, 


Si maintenant on porte, dans la formule (5), chacune 
des valeurs (8) de y, en se servant de la formule (9) et 
en se rappelant que «6 = 1, on obtiendra les valeurs sui- 
vantes de x : 


EL hentite MC eC 
/ AN + > ÆVR; 


AV So as ere 


qui se réduisent évidemment à trois distinctes, savoir : 
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Ces trois racines de l'équation (1) peuvent être repré- 
sentées par la formule unique 


(ro) e=/ 1 4r AR +41 vR, 


dite formule de Cardan, pourvu qu’alors on laisse aux 
radicaux cubiques toute leur généralité, mais qu’on n’as- 
socie ensemble que les valeurs de ces radicaux qui donnent 


un produit égal à — 44 


(e 


Si, dans la formule (ro), on combine chaque valeur du 
premier radical cubique avec chaque valeur du second, on 
aura en tout neuf valeurs de x, qui seront les racines des 
trois équations 

LE PLU F9 HO, 
La DEEE == O0, 


Hp rEHIQ = O, 


ainsi qu'on s’en assure aisément en faisant disparaitre les 
radicaux de l'équation (10). 


494. L'analyse qui précède s’applique à tous les cas, 
quelles que soient les quantités p et q, réelles ou imagi- 
naires. Nous allons ajouter quelques détails relatifs au 
cas où les coefficients sont réels. 


DiscussiON DE LA FORMULE DE CARDAN. — p et q étant 
des quantités réelles, supposons R © 0, ou 


Ap +274 >0 


les deux radicaux qui figurent dans l'équation (r0) auront 
chacun une de leurs trois valeurs réelles. Désignons par A 
la valeur réelle du premier, par B celle du second; Les 
trois valeurs du premier radical seront 


À, Aa, A6, 
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celles du second seront 
B, Be, B6; 
et comme les valeurs des deux radicaux, qu’il faut pren- 


dre ensemble, doivent avoir un produit réel, on aura, 
pour les racines de l'équation (1), 





AT 
Aa + B6, 
A6 + Ba. 
D'ailleurs, 
re mary, 
AI 9 D = ja ° 
2 2 


les trois racines de l'équation (1) seront donc 


AE ca Le pa Mois 
AR + V3. 








Ainsi, dans ce cas, l’équation (1) a deux racines imagi- 
naires. 
Si l'on a R — o, ou 


4p° + 2g'= 0; 


il en résulte B = À ; alors l'équation (r) a ses trois racines 
réelles, mais deux de ces racines sont égales entre elles. 


Supposons, enfin, Ro, ou 
4p°+27qg <0;, 


chacun des radicaux qui figurent dans la valeur de x 
aura ses trois valeurs imaginaires; mais il est facile de 
voir que l’équation (1) a ses racines réelles et inégales. 
Soient, en effet, 


A+ B VE (AE BEN); 006 (ASE BV En), 
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les trois racines cubiques de l’expression imaginaire 
-— L + VR ; l'expression imaginaire conjuguée — T— VR 
aura évidemment pour racines cubiques 

D DU DUT SUR DUT 


‘ etcomme les valeurs des deux radicaux qui composent la 
valeur (10) de x doivent avoir un produit réel, on aura 
les trois valeurs suivantes de x : 


GA BND ED PIN 
GÉAUL RU Tr) GEAR Er) 
G(A+B4Y—1) +a(A—BY—r); 

ou, en remplaçant « et 6 par les valeurs, 
SAS VÉARLIDW 32 A7 À LR US. 


L'équation (1) a donc ses trois racines réelles, comme 
nous l’avions annoncé, et il est très-facile de montrer 


qu'elles sont inégales. 
En effet, on ne peut avoir d’abord 


AAC VS EE ANR 1/5: 


car il en résulterait B — 0, et la quantité — 2 + VR serait 


égale à la quantité réelle A°, ce qui est contre l'hypothèse. 
On ne peut avoir non plus 


DA——A TR V3, 
car il en résulterait B— + A V3; par suite, 


A+BV—1—A(1Eÿ=3)— 544, 
et 
—1+ VR — — 8 A5 — — 8 AY, 
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ce qui est encore contre l'hypothèse, puisque le second 
membre est réel. 

Le cas que nous examinons ici est fort remarquable; 
car, bien qu’alors les troïs racines de l’équation du troi- 
sième degré soient réelles, la formule de Cardan présente 
leurs valeurs sous une forme compliquée d’imaginaires : 
et si, pour faire disparaître ces imaginaires, on cherchait 
à mettre les radicaux cubiques qui entrent dans la for- 
mule de Cardan sous la forme À -+ B V—1,0on trouverait 
que les quantités À et B dépendent d’une équation toute 
semblable à [a proposée. L’équation en À, par exemple, 
aurait ses trois racines réelles, et l’on trouverait, par 
conséquent, une expression de À également compliquée 
d’'imaginaires. C’est pour cette raison que le cas dont il 
s’agit ici a été nommé cas trréductible. 


495. Ainsi la formule de Cardan ne peut servir à la 
résolution numérique de l’équation du iroisième degré 
que si une seule racine est réelle. Mais dans le cas irré- 
dactible, léquation se résout très-simplement par le 
moyen des fonctions circulaires. Si l’on pose, en effet, 


q° n jo 


SR — 2 ain? 
— = = pisino,, — 


RE 


D 


— p COS, 
la quantité p et l'angle w seront déterminés par les for- 


mules 
ns 


— p3 2 
p —= es COS DE) 
l . 27 — D 
PT 


et la formule de Cardan donnera 





a, LR ae CL ANS 2 
L= Ve (Vcosw + ÿ—1 SIN © + Vcosw —ÿ—1 sino ); 
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— 
/ L4 


3 . . » ,» . 
Vo désignant une quantité réelle ; on a d’ailleurs 








3 —— o—+—2/r mu GO -L'JÂT 

V cosw — ÿ—1 sinw — cos QUE ECS Sert 0 
®) 

PIRE 4 —— o+2kr —— pm —+2kr 

ŸV COSw + yÿ/—1sme — cos — + V—1 SIN —— 7» 





où k a l’une des trois valeurs o, 1, 2. On doit donner à À 
la même valeur dans ces deux formules, car il faut que le 
produit de leurs premiers membres soit réel ; on aura 


donc 


2h O+2/r 
LE =NDEU ID COSr- 5 9 
Ù re) 








et les trois racines dé l'équation seront 


o+2T 


D, 


VE œ JyN La 
2 ÿp cos z? 2Vp cos 


On pourra, dans chaque cas, calculer par logarithmes 
les trois racines dont nous venons de donner l’expression. 


496. Méruone DE LAcrance. -— Considérons l’équa- 
tion complète du troisième degré 


(1) Ava MOrotRis 0, 


et désignons par X5, Xi, X2 ses trois racines. D'après la 
théorie exposée aux n° 489 et 490, on pourra déterminer 
les racines xo, Xi, Lo, si l’on parvient à connaître la va- 
leur d’une fonction quelconque de ces racines, telle- 
ment choisie, cependant, que les six valeurs qu'elle 
peut prendre par les 1.2.3 substitutions de x,, x1, 

x: soient différentes. La méthode de Lagrange, que 
nous allons exposer ici, consiste à déterminer directement 
la valeur d’une fonction linéaire des trois racines, telle 
que 


(2) tro Azit:Bz, 
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où À et B désignent des constantes quelconques, et à dé- 
duire ensuite de cette fonction l’expression des racines 


elles-mêmes. | 
Si l’on exécute sur les indices 0, 1, 2 toutes les substi- 


tutions qu'ils comportent, on obtiendra les six valeurs 
suivantes de la fonction t : 


tb — FAT +Bxr:, 
b —= Lo ATX +BT,, 
lb, —= Xi + Az: + Br, 
b—= Xi + Ars + Br, 
b—= Li + At + Bx,, 
= X+ Ar, +<Br, 


et cette fonction £ dépendra de lPéquation du sixième 


degré 
(4) (a) éié) Go sé alé 4)=0); 


que l’on ramènera au deuxième degré, si l’on peut dis- 
poser des constantes indéterminées À et B, de manière 
qu'elle ne renferme que la sixième et la troisième puis- 
sance de £. Il faut et il suffit, pour qu’il en soit ainsi, que, 
t désignant l’une quelconque des racines de l’équation (4), 
« une racine cubique imaginaire de l'unité, at et æ&?t 
soient aussi racines de l’équation (4). Voyons si cette 
condition peut être remplie. D'abord &t, et «°t, ne peu- 
vent être égaux ni à 4, nià #3, ni à {;, lorsqu'on regarde 
Lis Lis Xs Comme des indéterminées, car autrement on 
aurait & — 1; il faut donc que l’on ait 


lp Te y 


ou 
DIE tj et GE dl te 


Ces deux dernières équations équivalent aux précédentes, 
puisque rien ne distingue les racines & et «? l’une de 
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l’autre ; nous adopterons les précédentes, et comme celles- 
ci doivent avoir lieu, quelles que soient x,, x, x, nous 
en déduirons les valeurs suivantes de A et de B, 


PT TND De 

Il arrive alors que À et B ayant ces valeurs, on a aussi 

al; 2 CN DRE ETES 

° 7» 

en sorte que si l’on prend pour valeur de t, 

= Lo ar + a Li, 
l'équation en t aura pour racines 

los “to; los lis ati, fi » 


et elle sera, par conséquent, 


ou 

(5) 2 — (+) titi —o, 
en faisant 
(6) ( b = Lo + at + a Z, 


| 4 = Xo + Xi + AL; 


ce qui s'accorde avec les résultats généraux que nous 
avons obtenus au n° 482. 

Lorsque les valeurs de £, et t, seront connues, celles de 
Lys Li L2 le seront aussi ; on a, en effet, 


(7) Pr + ri +2, 


et en ajoutant les équations (6) et (7), il vient, à cause 
de & +a+i—=o, 
+ P —- lo te t, 


(8) +CTS 2 


Pour avoir +4, il faut ajouter les trois équations (6) et (3), 
II. | 28 
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après les avoir multipliées respectivement para°?, æet 1; 
on a ainsi 


— P+ot, + at, 
(9) D 


et enfin on obuent la valeur suivante de x,, 


dl HTAR P +- alto + at, 
(10) MT MOULE ES 


en ajoutant les équations (6) et (7), après les avoir res- 
pectivement multipliées par &, &? et 1. 

Tout est donc ramené à résoudre l'équation (5), qui 
est alors une réduite ou une résolvante de l'équation pro- 
posée. Cherchons d’abord à exprimer les coeflicients de 
la résolvante par ceux de l’équation proposée, ce qui est 
possible, puisque ces coefficients 4} +1; et tit? sont des 
fonctions symétriques des racines. 

Si l'on multiplie les deux équations (6) l’une par l’autre, 
et qu'on ait égard à la relation & + & + 1 — 0, il vient 


LT Hi H LS — Lo Li — Li Lo — LL 
= (To ul Vu E Sa — 3 (tx: + Lila + LES 
et, par conséquent, 
(11) NO TA en EPA 
si, enfin, on ajoute les deux équations (6), après les avoir 
élevées au cube, on obtient 
DH —2(x, Ha +xri) 
— 3(2i di + Li tot Li dat Lili L dot 252) + 12%0L 22 
— 3(x9 br, + ri) — (to + 2 + 2) + 18 ti 
2 Pi L'OPQS= 25 R ; 
la résolvante (à) devient donc 


&—(—2P5 + 9PQ — 27R) # + (P2— 30): — 0. 
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En posant 
rs 


elle se réduit à l’équation du deuxième degré 
Qt (— 2P°+ 9PQ — 27R)0 + (P°—3Q} — 0; 


et, si l’on nomme 6, et 0, les deux racines de cette équa- 
üon, on aura 


ty — V0 t — ÿ0. 
Les équations (8), (9) et (ro) deviennent alors 


AUS CT UTRE UE 
Rd ee Cr nm — 9) 


PRÉ 3 

ve it S TRMIA CH 

LS LE D ne ET 
3 

La _—P+eÿe + ÿ8. 


3 *) 


EUR . 
on prendra pour ÿ6, l’une quelconque des trois valeurs 
de ce radical, mais la même dans les trois formules : 
1 cd 3 [RE 4 L # 
quant à l’autre radical ÿ6,, sa valeur est déterminée 


quand on a fixé celle de ÿ0,, car l’équation (11) nous 
donne 


VO. W/ 01 — P? — 3Q. 


Il suit de là que Les trois racines pourront être représen- 
tées par la formule unique 


— P + ÿ0 + Va. 
3 TR 2e | 


SES; 


qui n’a que trois valeurs distinctes, si l’on considère que 


Va is, pour abréger, à la place de 2? 
1 ÿ est mis, pour abreger, à la place ue Free 
0 


28. 
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497. COMPARAISON DES DEUX MÉTHODES PRÉCÉDENTES. : 
— La méthode de Lagrange, que nous venons d’exposer, 
est moins simple que celle de Hudde; mais elle est plus 
directé. Toutefois, ces deux méthodes fournissent la même 
résolvante, et nous allons voir qu’on est naturellement 
conduit à la méthode de Lagrange, en étudiant à fond 


celle de Hudde. 


Reprenons l'équation générale du troisième degré 
du x + Pr + Qr+R—o. 


Pour appliquer la méthode de Hudde, on commence par 
faire disparaître le deuxième terme, en posant 


ce qui ramène l'équation a la forme 
(2) x + px + q = 0; 


\ / 


on pose ensuite 





et l’on obtient enfin cette résolvante, 


pi 
Pa — O. 


27 AMIE 


Cela posé, si y, désigne l’une des trois racines cu- 





(3) Fete 


1 ( q° D : : 
biques Hé 1 —+- dE —+ 220 Ji celle des trois racines 
2 RE 


4 q q° P° V A 
cubiqaueside 2 ot MUlUBIIÉE r 
J 5 ñ 7 27° fs Ï PAEuoz 
a 1 1 : Ra. 1 l ,» 
;—» les six racines de l’équa- 
Y 





donne pour produit 
tion (3) seront 


À Ve ; : jet 
POI Los À Vos PTS ETS ET rs 
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et celles de l'équation (2) 
PM ET EDP = WP 5 


par suite, en appelant xs, x1, x, les trois racines de 
l'équation (1), on aura 


P 
TRAME Herr. Vire 
P , 
T 2 —- Jo FAT) 
P 2 
Re DR A UE 


Si l’on ajoute ces équations, après les avoir respective- 
ment multipliées d’abord par 1, «, «?, puis ensuite par 
1, &?, æ, il vient 

To +ar + ax, 


dE UE he NES 


Lo+ a Ti + als 


TE met 


On voit par là que la méthode de Hudde revient, au fond, 
à former une résolvante en y dont la racine ait pour va- 
leur 
Lo + a + œ ro 
ÈS FORMAT LATE 
et que cette résolvante ne diffère de celle de Lagrange que 
par le facteur 3 qui divise les racines, 


498. Méraones pe Tsemimnaus er n'Eurer. — Nous 
avons exposé au n°190 la méthode générale de Tschirnaüs, 
pour faire disparaître d’une équation autant de termes 
que l’on veut. Il en résulte une méthode pour la résolu- 
tion des équations du troisième degré; maïs nous n’ajou- 
terons rien ici à ce que nous avons dit à ce sujet au n° 194. 

La méthode d'Euler ne diffère que dans la forme de 
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celle de Tschirnaüs. Elle consiste à éliminer y entre 
deux équations de la forme 

ay +by+c=x, y°=d, 


et à idenufier l'équation finale en x avec l’équation pro- 
posée; la résolution de celle-ci s’ensuivra évidemment. 
On peut disposer, à volonté, de la valeur de l’une des 
indéterminées a, b, c, d; on péut faire, par exemple, 
AENNOUIA EU 


Des équations du troisième degré dont deux racines 
peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de la 
troisième racine et des quantités connues. 


499. Si l’on désigne par x, x, x, les racines de l’équa- 
üon du troisième degré 
(1) a PAR QE RO; 


le produit 
A—(x—x) (x — x) (x — 2) 


des carrés des différences des racines aura pour valeur 


(n° 179) 
A— — (4 Q@ + 27 R°) + 18 PQR + P°Q°:—4PR. 
Cela posé, en multipliant par x, — x, l'identité 


VA — (x — x) (æ TT Zi) (x — Ti) 
il vient 
ai 2) VA = (er — 2) (ai — 22)] (2 — 2) (ai — 21) 
ou 
(x, — x) VA (3x2 +2Pzx, +Q)(3zx5+2Pzr; +10) 
= Oxix; +OPa,x (a + 2) + 3Q (x + x) 
+ (4 P2— 6Q)xix: + 2 PQ(x + x) + Q; 
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on a d’ailleurs 
(2) Taka =—x—P 


et 
= — (x +m)r+Q—=2+Pzr +; 


en faisant usage de ces formules, on trouve 
(x: — x:) Va — 92! +12 Pas + (15Q + P?) x? 
+ (10 PQ — 2 P')x + (4Q° — P°Q). 


On peut ramener cette expression au deuxième degré, 
par le moyen de l'équation (1), et il vient alors 


(3) A Done CO EN 
+ (4 Q°— P°Q — 3PR). 
. On voit, par les équations (2) et (3), que les racines 


x, et x, seront égales aux deux valeurs de X tirées de la 
formule 





EN AS 


4) Va L(6Q—2P")a—(9R—7PQ+2P+ VA) x 


+ (4Q°— PQ — 3PR — P YA)|, 


en y donnant successivement au radical VA ses deux va- 
leurs. 

Il résulte de là que si l’on comprend ce radical VA 
parmi les quantités qu’on regarde comme connues, les 
racines X, et x, S’exprimeront par des fonctions ration- 
nelles de x et des quantités connues. 

On peut aussi représenter ces racines par des fonctions 
rationnelles et linéaires de x, en suivaut la marche indi- 
quée au n° 183. Effectivement, si l’on divise le premier 
membre F (x) de l'équation (1) par l'expression (4) de X, 
que l’on désigne par V le quotient de cette division et 
par — U le reste, on aura | 


o—F(x) —VX—U, 
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d’où 
U 


X — —:. 
ÿ 


On trouve, en faisant le calcul, 

2VA.V —(60—2P')2 EL (0oR— PO-Wa} 

2 VA.U——(9R—PQ— VA)x + (2Q— 6PR); 
par conséquent, si l’on pose 


| VA — (9R— PQ) 
RE TS 





a — 
2 VA 
2Q° — GPR 
b Er 7 0) 
s 2 VA 
oi ,  6Q — 2P! 
At OR 
2 VA 
ble VA 4 (9oR FR EQ 
2 VA 
l'expression de X sera 
RULES b 
d'Aleie b'? 


et on en conclura les racines x, et x, en donnant au 
radical VA ses deux valeurs. Mais quand on change VA 


en — YA, a et b' se changent l’une dans l’autre, tandis 


que b et a” se changent en — db et — x"; donc on peut 
écrire 
ax + b b'x — b 
RUE er 0) tre 
ax + D —a'x+a 


On tire des équations (5) 
(6) a+ b'—=1, ab'—ba = 1, 
et il en résulte que si l’on pose 


(7) A ax + b 


ax +6" 


SECTION V. — CHAPITRE 1. Â&: 


on aura 

DA b 
(8) Chen re ML A: = 

— a T—+—a 
6 x, 6x étant mis au lieu de 80zx et 06° x. 
Les racines de l'équation proposée peuvent donc être 

représentées par 

ou 20 dé 


j'ajoute que si une fonction linéaire 


ax + 6 
mat 
dont le déterminant 46" — 6x" peut toujours être supposé 
égal à 1, représente l’une des racines, 0x par exemple, on 
aura identiquement 
o(x) — 0x, 
c’est-à-dire 





LU Tr Msn ra mo teu s 6 = + b!, 


2 


En effet, l'équation proposée étant irréductible, elle 
ne peut pas avoir une racine commune avec l’équation 
ox = 0x qui est du deuxième degré, à moins que celle-ci 
ne soit identique. 


500. Nous avons rencontré au n° 166 une équation du 
troisième degré dont les racines se développent en des 
fractions continues susceptibles d’être terminées par un 
même quotient complet. 

L'analyse qui précède nous fait connaître toutes les 
équations du troisième degré qui possèdent cetie pro- 
priété. En effet, pour que deux irrationnelles x et x; 
soient développables en des fractions continues terminées 
par les mêmes quotients, il faut et il suffit (n° 16) que 
l'on ait 

ax + b 


TM bus, 
a'x + b! 
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a, b, a!, b' étant des entiers positifs ou négatifs satisfai- 
sant à la condition 


abat, 


Si l’on applique ce résultat à deux des racines de l’équa- 
tion (1), x et 0x, ou x et @x, on voit que la condition 
relative au déterminant est satisfaite quand on exprime 
6x ou 6 x par les formules (5), (7) et (8). Donc, pour que 
les fractions continues dans lesquelles se développent les 
trois racines aient un même quotient complet commun, 
il faut et il suffit que les formules (5) donnent pour a, b, 
a’, b'des valeurs entières. 

Les deux dernières équations (5) peuvent être rem- 
placées par les équations (6), et celles-ci donnent 


1—a—<+a? 


a! ? 


(9) b' EN Ce b 70 
en même temps on a, par les deux premières équa- 
tions (5), 

(10) 9R—PQ— (I — 2a)VA, 3Q — P?— a’ VA, 

et l’expression de À peut être mise sous la forme 


(ho figé = PR EN PORN EURE ONCE 
— 4Q(3Q — P:}. 


Des équations (10) et (11) on tire 


3(1—a+a) 1—2a 
ANRT" . ONT sers 


Q— — a? a! P; 
(—r1+2a)(i— a+ a a(—1+a 
(12) La A a Aa 
—  3Q— P 
NPA: 


la quantité P demeure indéterminée. 
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D'après cela, la forme générale des équations dont nous 
nous occupons est 


œ + pet [PRE + ep le 


(13) 


P désigne une quantité réelle quelconque, rationnelle 
ou irrationnelle, & est un nombre entier positif ou né- 
gatif quelconque ; enfin, a’ est un diviseur positif ou né- 
gatif quelconque du nombre 1 — a + a. 
L'équation 
PÉRATIIANEE. 00 
dont nous nous sommes occupé au n° 166, répond aux 


valeurs 
DEAN TU il, (id 3. 


Résolution de l'équation générale du quatrième degré. 


901, Méraone DE FErrarr. — La méthode la plus 
simple pour résoudre l’équation du quatrième degré est 
aussi la plus ancienne; c’est celle de Louis Ferrari : elle 
consiste à faire en sorte que les deux membres de l’équa- 
tion soient des carrés, et elle ramène, en conséquence, la 
résolution de cette équation à celle de deux équations du 
deuxième degré. 

Soit l'équation 


(1) Li pri quiz ts = 0; 
en ne conservant dans le premier membre que les deux 
premiers termes, elle devient 

Ti + par = — qu? — rx — 5, 


: p°x° 
et, en ajoutant aux deux membres ——;, afin que le pre- 


4 


\ 
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mier membre devienne un carré, 


(2) (#+ls) = (re }a— res. 


Mise sous cette forme, l’équation proposée se résoudrait 
immédiatement, si le second membre était un carré; car 
il sufhrait alors d’extraire la racine carrée des deux 
membres, et l'équation serait abaissée au deuxième degré. 
C’est à ce cas particulier que la méthode de Ferrari ra- 
mène tous les autres. 

Désignons par y une quantité indéterminée, et ajoutons 
aux deux membres de l’équation (2) la même quantité 


N A/R NA 
(= - La)» + qu 


il viendra 
' P Ÿ 2 ( , (2 | pe 
DR let Ale ve ee | ETC ES À mo ares imnennte M 1 ee st et WI. 
(- 2 ) 4 . r) 2 \4 9 


2, 


Maintenant, déterminons y, de manière que le second 
membre de l’équation (3) soit un carré. 11 suffit, pour 
cela, que l’on ait 


pr (F dos 
toi Vestes 
| 2 4 / 

OU 
(4) y gp pr = 45) y SUPEE HEtAERRE 
et, si l’on connaît une seule racine de cette équation en y, 
la résolution de l’équation proposée (1) s’ensuivra immé- 
diatement, car l'équation (3), qui est la mème que (1), 
peut s’écrire comme il suit : 


« 


V 
p-—r 


Ps + | 
de 04 
4 


É SALE 2 
(e+la4l) (Rae) se 
Ent 2 4 à (2 
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et elle se décompose dans les deux suivantes, qui sont du 
deuxième degré : 


| ÉPRSS 
P 1 \ Ÿ 2 
Cr EAVCENEE Lt + 
È 4 $ ) 2 PT 
4 VU Der 4 
(5) { 
. | 
SORTE LS Erreur 
; bé P qi 
Le ei reg ES LI dis 


| ; : 4 A has 


L’équation (4), qui est du troisième degré, sera donc 
ici la réduite ou la résolvante de l'équation (1). Nous 
avons vu qu’on peut exprimer par des radicaux les racines 
de l’équation générale du troisième degré ; il s'ensuit que 
l'équation du quatrième degré a la même propriété, car 
les équations (5) donneront les quatre racines de l’équa- 
tion (1) en fonction des coeflicients et d’une racine quel- 
conque y de la résolvante. 


802. Érune DE LA RÉSOLVANTE. — Nous venons de 
voir que les quatre racines de l'équation proposée peuvent 
s'exprimer en fonction d’une seule racine de la résol- 
vante : nous ‘allons étudier à son tour cette résolvante, 
et examiner de quelle manière ses racines sont compo- 
sées avec celles de la proposée. 

Désignons toujours par y une racine quelconque de la 
résolvante, et par os Xi, Le, Lg les quatre racines de 
l'équation proposée, savoir, par x, et x, celles qui appar- 
tiennent à la première des équations (5); par 1 ei 5 
celles qui appartiennent à la seconde. On aura alors 


PET LEA - 
; 


+) A HAN 











r 
"Un LIEU 
2 La2E p° 
0 P Er 
2 CEUT Ji tolé tar 
Vi 3 
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et en ajoutant, 

S= LT T'; T3 e 
La résolvante a donc pour racine la fonction 


Lo Lo + Lis 


des quatre racines de la proposée, fonction qui n’a effec- 
tivement que trois valeurs, par les substitutions des ra- 


i=2(/E FE r A 
— RTE , 
4 


+? P° }: 
= — — q 
ANA ne 1 


la résolvante en y se transformera dans une équation 
en {, qui sera du sixième degré, mais qui ne contiendra 
que des puissances paires de £. Cette équation ne sera pas 
plus difficile à résoudre que l'équation (4), et on peut la 
prendre pour résolvante à la place de celle-ci. Les équa- 
tions (5), dans lesquelles se décompose l'équation pro- 
posée, deviennent alors 


cines. 
Posons 


d’où 


{ 1? 22 
HA ee ee 





p+t PAO! pe 2 4 
2 + + (5 — + 
+ 2 }* 1e 4 #1) at LL 

P t° P° 

fi 2 Er DAT Ta 

und nr yet ce À rat Age Â | 
2 + : 24 FOR SS PR ORNE PEAR UT 4 
els ji tt) 26 ins 


et l'on en déduira les quatre racines de la proposée, si l’on 
connaît une seule racine de la résolvante en t. 

Les équations précédentes ont pour racines, la pre- 
mière Xo et Xo, la seconde x, et x;; on a donc 


Pp rt p — t 


Lo + Lo = — , Ti, + La = — 








? 
2 
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et, en retranchant, 


— LE Lg — Xi EE Li — Le 


Telle est l'expression de la racine de la résolvante en t. 
C’est une fonction linéaire des racines de la proposée, 
qui peut prendre eflectivement six valeurs égales deux à 
deux et de signes contraires, par les substitutions des ra- 
CH Ti, Lo. 


903. Méraone pe LAGRANGE. — D’après la théorie gé- 
nérale que nous avons exposée aux n°° 489 et 490, on peut 
exprimer rationnellement les quatre racines de léqua- 
tion du quatrième degré par une fonction de ces racines 
telle, que les 1.2.3.4 valeurs qu’on en déduit par les 
substitutions soient différentes. Une pareille fonction dé- 
pend d’une équation du vingt-quatrième degré; mais nous 
venons de voir, par l’analyse de la méthode de Ferrari, 
qu'il suffit, pour résoudre l’équation du quatrième degré, 
de connaître une fonction des racines qui ait seulement 
trois valeurs distinctes, ou six valeurs égales deux à deux 
et de signes contraires. 

La formation directe de l'équation dont dépend une 
pareïlle fonction des racines de la proposée, et la déter- 
mination subséquente de ses racines, constituent une 
nouvelle méthode due à Lagrange, et que nous allons ac- 
tuellement développer. 

Soit l’équation 


(1) DUB A 0 LEE RES Se 0 


et désignons par Los Lis Lo, Xs ses quatre racines. La 
fonction a plus simple de ces racines, parmi celles qui 
ne peuvent acquérir que trois valeurs, est Xo La + Xi Xs ; 
posons donc 

= LColr + LT 
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et commençons par chercher la valeur de y, ou plutôt 
l’équation du troisième degré dont dépend cette quantité. 

Soient Yo Y1 2 les trois valeurs que peut acquérir y, 
on aura 


Vo == TC Lo + Li Las Vu Lo ls LIT po Vo TE TO EEE 
et l'équation en y sera 
(2) —(r+ +) Toi To V2 EN T2) — NT = 0. 


Les coeflicients de cette équation (2) sont des fonctions 
symétriques des racines de l'équation (r), et ils peuvent, 
en conséquence, s'exprimer par les coeflicients p, q, r, 5. 


On a 


Po Vi Pa = (roi É Lo te Ho L3 + ide + Ai T3 Li T3) 4; 
LATIN TENTE FETE 
= (Loi do Hs) (ro Lite HiToti da Lilas ist Li M2 Ea) 


Art IAE — pr Ti 4s, 


Vo I I2 = LoLilo23 
Droite) {air metre, Laits tax) 


+ (ro Le + Loi da + Totits Æ Lite} = s(p°— 4q) Frr, 


l'équation résolvante en y est donc 
(3) 2° — 7 +(pr— 4s)y — [s(p° —4q) +r]=o. 


Nous savons résoudre cette équation, qui est du troisième 
degré; voyons maintenant comment on obtiendra les va- 
leurs des racines Lo, Li Los Le 
Soit y, une racine quelconque de l'équation (3), on 

aura 

Lol2 + Li Zs = os 
d’ailleurs 

Lo Lo XX Lits —=S; 


donc xoX et x, x sont les racines de l'équation du second 
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(4) nd LE Den be LA À 


Soient z, et z, les racines de cette équation (4), on aura 





connaissant ainsi les valeurs des fonctions x,x2 et xx, 
on voit de suite qu'on doit en déduire rationnellement les 
sommes Æ, + XL: et Xi + Xs, qui sont des fonctions res- 
pectivement. semblables à x,x, et x,x3. On a effective- 
ment 





City km) +ma(m+r) = —7r, 
ou | 
Z (to +m) Hat) = —7r; 
d’ailleurs 
(a+) +(n+m) = p, 
donc 
are M PNA) ne re 
Lies à LS es BRUT, 
Z: CR à Zo Z: Zo 


Connaissant x5 + Xe et LoXo, Xi + 3 et Lis, On peut 
former deux équations du deuxième degré, ayant pour ra- 
cines, la première x, et x, la seconde x et x, et Je 
DIN peut être Mn. comme résolu. 


904. On résout plus facilement l’équation du quatrième 
degré, en prenant une résolvante dont la racine soit une 
fonction linéaire des racines de l’équation proposée, ayant 
six valeurs égales deux à deux et de signes contraires. 

Soit 

TL LOI Li; 
cette fonction ayant six valeurs; elle dépendra d’une 
équation du sixième degré; mais parce que les valeurs 
de £ sont égales deux à deux et de signes contraires, l’é- 
quation s’abaissera au troisième degré, en posant 


ht =: 
11 29 
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On peut former directement l'équation en 6, puisqu'on 
connaît la composition de ses racines; mais on peut aussi 
la déduire de la résolvante (3) en y. Il est facile, en effet, 


de voir que l’on a 
Q—p +Aq 
LA DEN PO RER 


4 


et la résolvante en 0est 


95—(3p°—8q)0+(3p— 16p°q +16qg°+16pr — 64s)0 


5 
(S) — (8 — {pq +8r} — 0. 


On pourrait exprimer les quatre racines x,, 41, Xe, 3 
de la proposée par une seule des racines 0 de cette équa- 
tion; mais On obtient des résultats plus simples en em- 
ployant les trois racines. 

Soient 00; 0, 0 les trois racines de l'équation (5), on 





aura 
Lo — Lit Lo — Ts = 0, 
(6) Lo — Little Ti — \/6,, 
Lo List dinde 0,5 
d’ailleurs 
(7) Lo a+ = —p, 


et les équations (6) et (7), qui sont du premier degré, 
donneront les valeurs suivantes des quatre racines : 


/ 


— p + V0, + V6, + Ve, 


y — ñ , 
pe Ne 

DOUTE nl DS 

(8) Fe SE 1e 
—p+ V0 — Va — V0, 

LT TRES CRETE RU PEU, 

sb a = p— V0 + Va — Ve 


4 
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Ces quatre racines peuvent être représentées par la for- 
mule unique 
—p+ Ve, + Ve + V6, 


(9) dr GR ANT 


puisque chaque radical a deux valeurs égales et de signes 
contraires. Mais ici se présente une difficulté, car l’ex- 
pression de x, donnée par la formule (9), a huit valeurs, 
tandis que l’équation proposée ne peut avoir que quatre 
racines. Il est aisé de faire disparaître cette ambiguïté ; 
on peut prendre à volonté l’une des deux valeurs de Vo 
et de V8, ; mais quand on a fixé ces valeurs, celle du 
troisième radical V@& se trouve par cela même déter- 
minée. En effet, en multipliant les trois équations (6), 
on trouve 


VOVe Ve —(xi+ai +; + x) 
+ 2 (Do Li La + Lo LT + Lo La Ts + Lis) 


= PDA —— pars ET T3 — Dr x: 
= —p°+ 4#pq — Pr, 
d’où 
mb Diam 0n 
(10) V8: — nat ee 
V V6 





Il résulte de là que la valeur de x, donnée par la for- 
mule (9), a précisément quatre valeurs, et que cette for- 
mule fait connaître, en conséquence, les quatre racines 
de l’équation proposée. 

Il est important de remarquer que le succès des mé- 
thodes de Ferrari et de Lagrange est dû à cette seule cir- 
constance, que l’on peut former des fonctions de quatre 
variables, qui n’ont que trois valeurs. 


29e 
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505. La discussion des cas particuliers de l’équation 
du quatrième degré n'offre aucune difficulté. Les for- 
mules (6) ou (8) donnent immédiatement les résultats 
suivants. 

1° Si la réduite a deux racines égales différentes de 
zéro, la proposée a deux racines égales; les deux autres 
racines sont différentes de celles-ci, et différentes entre 
elles. 

2° Si la réduite a deux racines nulles, la proposée a 
deux couples de racines égales. 

3° Si les trois racines de la réduite sont égales entre 
elles et différentes de zéro, la proposée a trois racines 
égales. 

4° Si la réduite a trois racines nulles, les quatre racines 
de la proposée sont égales entre elles. 

Lorsque les coefficients p, q, r, s sont réels, la nature 
des racines de la réduite fait connaître celle des racines 
de la proposée. 

Si les trois racines de la réduite sont réelles, et qu’au- 
cune d'elles ne soit négative, il est évident, par les for- 
mules (8), que les quatre racines de la proposée sont 
réelles ; si au contraire la réduite a une ou deux racines 
négatives, les quatre racines de la proposée sont imagi- 
naires : toutefois deux de ces racines deviennent réelles 
et égales lorsque la réduite a deux racines négatives 
égales entre elles. Le dernier terme de la réduite (5) 
n'étant jamais positif, cette réduite ne peut avoir une 
seule racine négative que dans le cas où elle a une racine 
nulle. Si la réduite a deux racines imaginaires, on peut 


supposer que, dans les formules (8), V8 et VB, soient des 
imaginaires conjuguées, et que V6, soit réelle; on voit 
alors que la proposée a deux racines réelles et deux 
racines imaginaires. 
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506. Méruones DE Descartes, DE ‘lscinnaus ET 
La méthode de Descartes consiste à iden- 
tifier l’équation proposée 


p'Euzer. 





LR DD Qu teTh SE 0 
avec cette autre 
(a + fr +g)(a +f'x+gs)—o, 


dont les racines peuvent être considérées comme connues. 

Au lieu d'employer la méthode des coeflicients indé- 
terminés, comme fait Descartes, on peut exprimer que 
x? + fx + g est un diviseur du premier membre de 
l’équation proposée, en effectuant la division, et en éga- 
lant à zéro les deux termes du reste qui est du premier 
degré en x. On obtient ainsi deux équations entre les deux 
inconnues f et g, et, en éliminant g ouf, on a une équa- 
tion du sixième degré qu’on ramène aisément au troi- 
sième, ainsi qu'on l’a vu au n° 99. Cette méthode ne se 
distingue pas, au fond, des précédentes ; car la résolvante 
à laquelle elle conduit ne diffère de celle de Lagrange 
(n° 99) que par le facteur 2 qui divise ses racines. 

Je n’ajouterai rien à ce que j'ai dit au n° 191 relative- 
ment à la méthode de Tschirnaüs, qui ramène l’équation 


MLEIUEL" ER UT ARRET LSTE 0) 
à la forme 
M ct Po ES 
en employant la transformation 


Y=a+br+ax, 


et en disposant convenablement des indéterminées a et d. 
La méthode d’Euler consiste à éliminer y entre les deux 
équations 
x—a+ by + cy? + dy, 


D At: TES 
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et à identifier l’équation finale en x avec la proposée 
dont les racines seront alors données par la formule 


æ—a+b Ve+c(ye) + d(ÿe). 


Tout revient donc à déterminer les valeurs des indéter- 
minées a, b, c, d, e, dont l’une peut être choisie arbitraï- 
rement. 


Sur la résolution algébrique des équations. 


907. Toutes les méthodes connues que les géomètres 
ont essayé d'appliquer à la résolution algébrique des équa- 
tions, et il en serait nécessairement de même des nou- 
velles qu’on pourrait imaginer, reviennent à faire dépen- 
dre la résolution de l’équation proposée de celle d’une 
autre équation plus facile à résoudre, et dont les racines 
soient des fonctions de celles de la proposée. 

C’est ainsi que l'équation du deuxième degré peut être 
résolue en déterminant la fonction x, — x, de ses deux 
racines. Le carré de cette fonction est une fonction symé- 
trique, et, sa valeur étant connue, la résolution de l’équa- 
tion en résulte par l'extraction d’une racine carrée. 

C’est encore ainsi que nous avons pu résoudre l’équa- 
tion du troisième degré en déterminant la valeur d’une 
fonction linéaire des racines x5, X1, X», savoir : 


Ê—= Lo + ax, + «Zi, 


& désignant l’une des racines imaginaires de l'équation 
x? — 1. Le cube t° de cette fonction ne peut prendre que 
deux valeurs distinctes par les substitutions des racines 
Los Lis Le, et il dépend, par conséquent, d’une équation 
du deuxième degré. 

Enfin, nous avons résolu l'équation du quatrième degré 
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en déterminant la valeur de l’une des deux fonctions sui- 
vantes de ses racines Xo, Lis Los Las 


Too Lily) 


t = Lo À, Lg — MT 3e 


La première de ces deux fonctions ne peut acquérir que 
trois valeurs, et elle dépend, par conséquent, d’une équa- 
tion du troisième degré, qu'on sait résoudre; la seconde 
fonction peut prendre six valeurs, et elle dépend d’une 
équation qui est du sixième degré, mais qui peut être 
abaiïssée au troisième, parce qu'elle ne contient que des 
puissances paires de l’inconnue. Nous avons vu que la 
résolvante en £ conduit plus aisément que celle en y à la 
résolution de la proposée; elle a aussi cet avantage, que 
la résolution de l'équation du quatrième degré, qu’on en 
déduit, présente la plus complète analogie avec celle de 
l'équation du troisième degré. La fonction t peut, en 
effet, s’écrire ainsi : 


= XL + art Ha Li + a rs, 


a désignant-la racine réelle — 1 de l'équation x* — 1. 

Dans les Mémoires de l’Académie de Berlin (années 
17970 et 1971) (*), Lagrange, prenant pour point de dé- 
part les résultats qui précèdent, a cherché à opérer la 
résolution de l'équation de degré n dont x, æ,, X»,..., 
X,_ Sont les z racines, en employant une fonction de la 
forme 


ferme se To TR AT; + re a? T2 sc “arE Lg qe DO EE| , 


où æ désigne une racine de l’équation x" — 1. 
Quoique ces recherches de Lagrange n'aient pu le 


(*) Lagrange a donné un extrait de son Mémoire dans la Note XIII de 
son Traité de la Résolution des équations numériques, 3° édition, p. 242. 
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conduire à la résolution des équations générales d’un 
degré supérieur au quatrième, problème dont l'impossi- 
bilité est aujourd’hui démontrée, les développements qu'il 
a donnés à ce sujet ont une importance considérable, et 
nous allons les présenter ici. 

Nous suivrons la marche tracée par l’illustre auteur, et 
nous distinguerons avec lui le cas où le degré de l’équa- 
tion est un nombre premier, et le cas où ce degré est un 
nombre composé. 


Des équations dont le degré est un nombre premier. 


908. Désignons par 
Éric ae EE qu 101 
les 72 racines d’une équation 
(1) | Y—o, 


d’un degré premier 7, par & une racine quelconque de 
l'équation x" — 1, et posons 


(2) Lo tatit ne Lou cn ha à, 


Si & n'est pas égal à 1, 2 étant premier, les puissances 
de &, savoir : 
ce SN OA OSEO 


sont les z racines de l’équation x" = 7r, et par consé- 
quent elles sont distinctes. Il résulte de là que la fonc- 
tion £ prendra 1.2.3...n valeurs distinctes, par les sub- 
stitutions des racines, ainsi que nous l’avons déjà dit 
au n° 482; cette fonction dépend donc d’une équation du 
degré 

T0 Se el 


qu'on peut former par la méthode du n° 180, puisqu'on 
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connait la composition de ses racines. Mais d’après les 
développements présentés au n° 482, la résolution de 
cette équation de degré 1.2.3...n peut étre ramenée à 
la résolution d’une équation du degré n—1, dont 
les coefficients dépendent d'une équation du degré 
1.2.3...(7 —2). x 

En effet, si z désigne successivement tous les indices 


OSNPE D, CRETE) 


à des multiples près de 7, que l’on néglige, la substitu- 


AN TE E 


exécutée sur la fonction ft, équivaut (n° 482) à la multi- 


tion circulaire 


plication de t par &, et il en résulte que l'équation dont t 
dépend ne renferme que des termes dont les degrés sont 
divisibles par 2; cette équation s’abaissera donc au degré 
1.2.3...{n—1), si l’on pose 

DER 
Soient 


(3) 6 0 pa ND ts 


les résultats que l’on obtient en remplaçant & par chacune 


des racines 
y CS ITR, 0 


de l'équation 


T'—T 
re 0, 
TI — I 
dans l'expression 
(4) (as + au amie. Hat ie. 


On a vu au n° 482 que, si r désigne une racine primitive 
pour le nombre premier #, les quantités (3) sont précisé- 
ment les valeurs que prend 9 quand on exécute dans cette 
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L] ! . . . L2 
fonction les nr — 2 puissances de la substitution circu- 
laire 


et nous avons conclu de ce fait que toute fonction symé- 
trique © des quantités (3) est invariable par les deux 
substitutions circulaires 


PER. 


Cela posé, une substitution quelconque peut être re- 
gardée comme le produit de trois substitutions, savoir : 


Ô à Em , * rz 
1° une puissance de ; 2° une puissance de 
| z z 


qui ne déplace pas l’indice o; 3° une substitution qui ne 
déplace aucun des indices o et 1. Les deux premières de 
ces substitutions ne produiront aucun changement dans ®, 
el, par conséquent, on obtiendra toutes les valeurs dis- 
tinctes de cette fonction en exécutant les 1.2.3...(n — 2) 
substitutions des nr — 2 indices 2, 3,..., (7 — 1). D’après 
cela, si l’on représente par 


(HT MGEET EPP OPEN ET EP ET EEE 


l'équation qui a pour racines les 7 — r valeurs (3) de 8, 
chacun des coefficients P,, P:, etc., dépendra d’une 
équation du degré 1.2.3...{r27—:2), et l’on pourra 
former ces diverses équations par la méthode du n° 180, 
puisqu'on connait la composition de leurs racines. Mais 
on aperçoit immédiatement que tous ces coefhicients P,, 
P; , etc., ne dépendent que d’une seule équation du degré 
1.2.3...(72— 2), car ce sont évidemment des fonctions 
semblables des racines x,, x1,...,%x,_1 de l’équation 
proposée, et si l’on se donne la valeur de l’un d’eux,' 
celles de tous les autres s’en déduiront rationnellement. 


SECTION V. — CHAPITRE I. 459 


Voici comment on peut opérer pour former l’équation 
dont P, dépend, et pour exprimer en fonction de P, les 
autres coeflicients P,, P,, etc. On calculera l'équation de 
degré 1.2.3...(727 —1), qui a pour racines toutes les va- 
leurs de 8 et dont les coefhicients, fonctions invariables 
des racines de la proposée, sont exprimables rationnelle- 
ment par ses coeflicients. Le premier membre de l’équa- 
tion (5) étant un diviseur du premier membre de cette 
équation complète en 0, on fera la division à la manière 
ordinaire, et on égalera à zéro les 7 — 1 termes du reste. 
Les n — 2 premières des équations ainsi obtenues servi- 
ront à déterminer les coeflicients P,, P,, eic., en fonction 
de P,, et on aura ensuite l’équation en P;, de degré 
1.2.3...(72 —2), en remplaçant dans la (2 —1}°", P,, 
P;, etc., par les valeurs qu’on aura trouvées. 

Lagrange a cherché à simplifier les calculs, presque 
impraticables dès le cinquième degré, auxquels conduit 
l'application de la théorie précédente; il a effectivement 
imaginé un artifice ingénieux pour exprimer les coefli- 
cients de l’équation (5), en fonction des racines x,, x, etc. 
Je vais le rapporter ici. 

Pour avoir l’expression de 0, il faut élever à la n°"° puis- 
sance la quantité 


Lo Fat +e Li... + a ri; 


en faisant ce calcul, et ayant soin de rabaiïsser les expo- 
sants de &« au-dessous de », on a un résultat de la forme 


(6) Qt SE GE RE GUESS QUE LE 


La formule (6) donne les valeurs de 0,, 0, ,..., 0,_+, quand 
on substitue à & chacune des racines imaginaires «, 6, 
,.., © de l’équation x" = 1. En outre, si l’on remplace « 
par 1, le second membre de l’équation (6) a pour valeur 
(x, + x: +...+x, 1)" ou A", en désignant par À la 
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somme connue des racines de l'équation proposée (r). 
On a donc 


APE E, + Es +... + En, 


Gé rtiË h@ Eros acte aTE, y, 
9, ES ROGEL EC RIGTES HUE GREEN 
nur à ne dure ar Dexter an | : 
Ones —= Es + DE + w°E2 + + wT LE, _. 


Ajoutons ces équations et désignons par S, la somme des 
racines de l'équation (5); on aura, d’après les propriétés 
des racines &, 6, etc., 


A" + S, TES 


ou 
S, Er it £) — A", 


Désignons généralement par S, la somme des °° puis- 


sances des racines de l’équation (5); élevons l’expres- 
sion (6) à la puissance », et rabaissant les exposants de & 
au-dessous de 7, représentons le résultat par 


d 1) G) , - (>) j AE a 
dE cbhaË Hat é NE. re 
remplaçons ensuite & successivement par 1, &,6,..., &), et 
ajoutons les résultats, on aura | 


y 


A? n 1.1 S — nn AQR 
ou 
5, ms: £6) FTANR: 


On pourra calculer de cette manière, en fonction des ra- 
cines To, Lise 2,1 les sommes S,, S:,.:., 8, 5"et l'on 
en déduira ensuite les valeurs suivantes des coefficients 
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P;, P,, etc., de l’équation (5), 
Pre (TE — A), 
(764 ANNE EC 0) ao) 


Pres À 2 ———— ) 
5) 2, 


plus sefrbors An) (ré A)( REA) Le (rie = Ai) 
DRE MR LA AR IST D DATE RALIR 1 


5.5 


(e) 
& 
| 
© 
LL 


Voilà donc les coeflicients P;, P,, etc., de l'équation (5) 
exprimés en fonction des racines Æo, 1»... X_1 de l'équa- 
tion proposée, et si l’on fait dans l'expression de l’un d’eux, 
dans celle de P, par exemple, toutes les substitutions 
des racines, on ne trouvera que 1.2.3...(72 — 2) valeurs 
distinctes. On pourra ainsi former directement l'équation 
en P,, et l’on exprimera ensuite les valeurs des autres 
coefficients en fonction rationnelle de P;, par le procédé 
indiqué plus haut. 

Si l’on connait un seul système de valeurs des coeffi- 
cients P,, P,, etc., et si l’on peut résoudre l’équation en 0 
correspondante de degré n —7+, la résolution de l’équa- 
tion proposée (1) s'ensuivra immédiatement, comme nous 
allons le faire voir. 

Dans l'hypothèse où nous nous placons, les quantités 
05 d,-..,0,_ sont connues, et l'équation (4) donne, en 


mettant &, 6, y,..., w au lieu de &, 
maria +. + atan ni = V0, 
! 2 ! n —\ Seat D. 
. . d'os ds e) rl'aiiels ete) fie taiie Nes 0e ‘ete © +. © + s 0 , 
42e) ñ 
Te + OT, + 6) Lo + + © Th at) O1 


on a d’ailleurs 


LT ++... + li — A; 
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donc, en ajoutant ces équations, et en ayant égard aux 
propriétés des racines æ, 6, etc., on aura 


LAON IGA PPT 
ENT AT à RE PTT ST TNA 


(8) 7 


n 


ajoutant aussi Ces mêmes équations respectivement mul- 


tipliées par &”, 6”,...,w” et 1, il viendra 


(0) ARE 00 OR ETEEoROlE TE 
9 PURE à À 





72 


Mais comme rien ne détermine celle des valeurs de 
chaque radical qu'il faut prendre, le second membre de 
l’équation (9) ne diffère pas du second membre de l’équa- 
tion (8). Aussi doit-on se borner à dire que les n racines 
de l’équation proposée sont données par la formule unique 


_. LA EVO + VU +...+ V0, 





72 


À la vérité, cette formule, à cause de la multiplicité des 
valeurs de chaque radical, donne pour x un nombre de 
valeurs égal à 72"—!; mais on peut faire disparaître l’am- 
biguïté qui en résulte. En effet, les premiers membres 
des équations (7) sont des fonctions semblables des ra- 
cines Lo; Li, etc. On pourra donc, si l'on se donne l’une 


de ces fonctions, en déduire rationnellement toutes les 
autres. Ainsi, on pourra exprimer ÿ6,. WG. es VO, 1 
rationnellement en fonction de ÿ&@,, et la formule (10) 
ne donnera alors pour x que 7 valeurs, comme cela doit 
être. 

Par cette méthode, la résolution de l’équation du cin- 
quième degré se ramène à celle d’une équation du qua- 
trième degré, dont les coeflicients dépendent d’une équa- 
tion du sixième. 
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Des équations dont le degré est un nombre composé. 


509. L'analyse précédente n'est pas applicable aux 
équations dont le degré est un nombre composé, et il est 
nécessaire d'employer ici des considérations nouvelles. 
La méthode que Lagrange a proposée pour ce cas revient 
au fond à décomposer l’équation proposée 
(1) V0; 


de degré m = np, n étant un nombre premier, en n équa- 
o # Lé ? À : 

tions du degré p ; et cette méthode n’exige pour cela que 

la résolution d'une équation du degré 


12, 26/7 07 


(re —1)2(1.2...p}"? 


et celle d'une équation du degré’ 7 — 1, tandis que si l’on 
cherchait à faire la décomposition par la méthode ordi- 
naire, il faudrait résoudre une équation du degré 


m(m—1)...{m—p+#i1) 





ar ch 


Cetie décomposition de l’équation (1) en 7 équations de 
degré p ayant été effectuée, on pourra appliquer à cha- 
cune de ces dernières la méthode exposée précédemment, 
si p est un nombre premier. Dans le cas contraire, si 
p = n'p', n' étant un nombre premier, on ramènera la 
résolution de chaque équation de degré p à celle de n' 
équations du degré p', en opérant de la mème manière que 
pour la proposée; et ainsi de suite. Entrons maintenant 
dans les détails. 

Soit m— np, n étant un nombre premier, et posons, 
comme précédemment, 


= Lara ra +... + QT Lt y 


Los Lisee ss Es désignant les m racines de l’équation (1) 
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et & une racine de x’”"—1, mais qui appartienne aussi à 
l'équation x" — 1. Alors, comme on a généralement 


n+k —— ,,k 
Ces 


la valeur précédente de t pourra s’écrire comme il suit : 
P P 


= [æo Rs ET LR) 


+ a[æ LC ons ai Z(p#n tt] 


ou 
t— Xo+ax, + a X, +. “ AS PU ER EUR 


en faisant, pour abréger, 


> D Lo CT ARE ER ee te X (p—1}n 3 


(2) X: ER PEER Fe Lon+i CA NE LE n T(p—1\)n+1 9 
$- de u6 19 :6 «5 © Pro '-e48 CY0/07e7 er e7° . 9 ee (mere . *. , 
\ Xhes = Lys a Toni ++ Lin—1 HR Lhn—1 . 
Représentons par 
(3) Km ER 


l'équation qui a pour racines X,, X:,..., X,_,3; on pourra 
appliquer à cette équation (3) la méthode exposée précé- 
demment pour les équations de degré premier. Faisons 
DETMOU 

(4) = (Ko a Xi oct ar! VOL 


9 dépend d’une équation du degré 1.2.3...(n7 — 1) dont 
les coeflicients peuvent s'exprimer rationnellement par 
ceux de l'équation (3); et si l'on représente par 65, 0;,..., 
6,_+, les n — 71 valeurs que prend 6, quand on remplace 
æ par les 7 — 1 racines imaginaires de x" = 1, on pourra 
former l'équation de degré 7 — 1 qui a ces 7 — 1 valeurs 
de 8 pour racines : représentons cette équation par 


(5) Ont +p,gr-2+ p,p-s LEP, 8 + P,_, —0; 


SECTION V. — CHAPITRE I. 465 


ses coefhicients P;, P;, etc., dépendent d’une seule équa- 
tion de degré 1.2.3...(n — 2) dont les coeflicients s’ex- 
priment rationnellement par ceux de l'équation (3), ainsi 
que nous l’avons établi précédemment. 

Soient y l’un quelconque des coefficients P,, P, , etc., et 


(6) UE 


l'équation de degré 1.2.3...(n — 2) dont y dépend. 
Les coefficients de cette équation (6) sont exprimables 
rationnellement par ceux de l’équation (3), mais ces der- 
niers ne sont pas connus, il n’y a que ceux de l’équa- 
tion (1) qui le soient; voici comment on peut former une 
équation en y dont les coefhicients soient exprimés par 
les quantités connues. 

f(y) est une fonction de y qui contient symétrique- 
ment les quantités X,, X;,,..., X,_,, et, si l’on y remplace 
X,, X;,, etc., par leurs valeurs tirées des équations (2), 
elle deviendra une fonction entière non symétrique des 
T'ACINES XL,» Lise. Xm_1 de l’équation (1). Effectuons dans 
f (y) toutes les substitutions des racines x,, æ1,..., 
Xm_19 Et désignons par 


ST), FT he, RU) 


les s valeurs distinctes que prend ainsi f (y); le produit 
de toutes ces valeurs est une fonction symétrique des ra- 
Cines Xi, Lise. Lm_15 EXprimable rationnellement par 
les coeflicients de l'équation proposée. On a donc, pour 
déterminer y, l'équation 


(7) RAI) A(r)...f, (7) =, 


dont les coefficients peuvent être considérés comme 
connus. 
Le degré de cette équation (7) est 1.2.3...(n—2) <u, 
k désignant le nombre des valeurs distinctes que prend 
II. 30 
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f (y) par les substitutions des racines x,, X1,..., Æn_43 
nous savons que ce nombre x est un diviseur du produit 
1.2.3...m, et si l’on fait 


fs Ve #2 


EE ————— ; 
Fr v 


y sera le nombre des substitutions qui appartiennent à la 
fonction f (y). Or f (y) ne change pas quand on change, 
les unes dans les autres, les racines qui figurent dans l’une 
des expressions X,, X,,..., X,_, non plus qu’en échan- 
geant les quantités X,, X,, etc., les unes dans les autres ; 
mais toute substitution qui fait passer quelques-unes des 
racines contenues dans X,, ou X,, ou etc., dans l’une des 
autres fonctions, change évidemment la fonction f(y). 
On conclut aisément de là que 


3 22 1,24.3008 2 p (RO 


et, par conséquent, 
ù Don on 


AE (122904 Url. se ep} 


Le degré de l’équation (7) est donc 


1:2%.3,047r 


1.2.5 2) , 


ou 
104133 Nm 
(2 —1)2(1.2.3...p)" 


? 


ce qui s’accorde avec la proposition établie au n° 427 (co- 


rollaire IT) 1 
Si l’on connaît une seule racine de l'équation (7), on 
aura un système de valeurs des coeflicients 


ONE À 2m Pau» 0 


de l’équation (5), car ces coefficients sont des fonctions 
semblables des racines de l’équation proposée, et, par 
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conséquent, ils peuvent s'exprimer rationnellement en 
fonction de l'un quelconque d’entre eux et des quantités 
connues. , : 

On résoudra ensuite l’équation (5), qui n’est que du 
degré 7 — 1, et l’on aura alors aisément les racines de 
l'équation (3). Désignons, en effet, par 


pts is age, 


les 7 — 1 racines de l’équation (5); ces valeurs de 9 étant 
précisément celles qu’on déduit de l’équation (4), en rem- 
plaçant & par chacune des racines imaginaires de x" — 1, 
on aura 


HT EU 


X, —+- x X> —+ 22 X3 +. + ANT Au ÿ 
Xi HO 6X, 6 X, in IX, —ÿB,, 


0 ee ee © ee + + the ce "Side eye te his à 


X, + OX + wo X3 +...—+ uw"! pee V4 


\ 


D'ailleurs, la somme des racines X,, X,,..., X, est 
connue, car elle est la mème que celles des racines x,, 
Li,.-. Xm_13 En désignant donc par À cette somme, on 


_ 


XX +X:+...+ X,_, — A. É 


aura 


Des équations qui précèdent, on tire cette expression gé= 
nérale des racines X,, X,, etc., 


AVR + Ve +...+ 0, 
148 ñ 


X 


Il ne reste plus, maintenant, qu'à trouver les racines 
Lé, 1, etc., elles-mêmes; pour cela, on considérera 
l'équation qui a pour racines celles de la proposée dont la 
somme est X, ou X,, ou etc., X, par exemple : soit 


MnnXe APT SO: 2 EE 0, Z + 0,0 


cette équation, dont le premier membre est un diviseur 
, 30. 
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du premier membre V de la proposée. On fera la division 
à la manière ordinaire, et on égalera à zéro les p termes 
du reste; on aura ainsi p équations dont les p — 1 pre- 
mières détermineront Q,, Q;, etc., en fonction de X,, la 
dernière étant alors satisfaite d'elle-même. Il est évident 
que Q,, Q:. etc., doivent s'exprimer rationnellement en 
fonction de X,, puisque toutes ces fonctions sont sembla- 
bles. On aura donc enfin, par ce moyen, les 7 équations 
de degré p dans lesquelles peut se décomposer l'équation 
proposée. 

Fel est le point où les travaux de Lagrange ont ramené 
la question de la résolution algébrique des équations. La 
fonction résolvante nous a donné la résolution des équa- 
tions du troisième et du quatrième degré, mais elle n’est 
d'aucune utilité pour les équations générales de degré 
supérieur au quatrième, dont, au surplus, la résolution 
est aujourd’hui démontrée impossible. Toutefois on verra 
plus loin que la considération de cette fonction résolvante 
conduit à la résolution algébrique d’une classe fort éten- 
due d'équations de degrés quelconques. 

A la même époque où Lagrange publiait, à Berlin, le 
Mémoire dont nous venons de présenter les résultats prin- 
cipaux, Vandermonde s’occupait de la même question et 
présentait à l’Académie des Sciences de Paris un beau 
Mémoire où, par des considérations différentes de celles 
de Lagrange, il arrivait pourtant aux mêmes consé- 
quences. Je me borne ici à indiquer ce travail de Vander- 
monde, imprimé dans les Mémoires de l’Académie des 
Sciences de Paris (année 1971). 
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CHAPITRE IL. 


DE L'IMPOSSIBILITÉ DE LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES 
ÉQUATIONS GÉNÉRALES AU DELA DU QUATRIÈME DEGRÉ. 


Des fonctions algébriques. 


910. Les considérations que nous avons développées 
dans le Chapitre précédent donnent lieu de penser qu’il 
est impossible de résoudre algébriquement les équations 
générales de degré supérieur au quatrième. Abel est par- 
venu à démontrer rigoureusement cette impossibilité par 
une méthode qui a été simplifiée ensuite par Wantzel 
dans quelques-unes de ses parties. 4 

Résoudre une équation algébriquement, c’est former 
une fonction algébrique des coefficients qui, substituée à 
l’inconnue, satisfasse identiquement à l'équation; la pre- 
mière chose à faire, pour reconnaître si une équation 
est soluble ou non algébriquement, est donc d'étudier la 
forme générale des fonctions algébriques. C’est cette étude 
que nous allons faire ici, et nous en conclurons ensuite 
facilement l’impossibilité de résoudre algébriquement 
les équations générales de degré supérieur au quatrième. 

Soient 

ETS MAIN dar LE 
k quantités quelconques indépendantes, et v une fonction 
de ces quantités; y sera une fonction algébrique, si on 
peut l’exprimer en X:,X+, X3, etc., par le moyen des opé- 
rations suivantes, effectuées un nombre fini de fois : 
1° l'addition ou la soustraction; 2° la multiplication; 
3° la division; 4° l'extraction des racines d'indices pre- 
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miers. Nous ne comptons pas l’élévation aux puissances 
entières et l'extraction des racines de degrés composés, 
parce que ces opérations sont évidemment comprises 
dans les quatre que nous avons mentionnées. 


Des fonctions entières. 


D11. Lorsque la fonction # peut se former par les deux 
premières des quatre opérations mentionnées ci-dessus, 
elle est dite rationnelle et entière ou simplement entière. 

Désignons par 

filets 
une fonction qui peut être exprimée par une somme d’un 
nombre limité de termes de la forme 


M, M 
Ax x 'e..) 


À désignant une constante, et m;, m2,etc., étant des ex- 
posants entiers et positifs. L'opération désignée par f 
fournit une fonction entière, conformément à la définition 
précédente; et l’on peut généralement considérer toutes 
les fonctions entières comme obtenues en répétant cette 
opération un nombre limité de fois. Soient #,, v,, etc., 
plusieurs fonctions de x, æx:, etc., de la même forme 
que f, la fonction | 

T0 3 Pres 
seraévidemmentde la même forme. D'ailleurs f (#1, 0:,...) 
est l’expression des fonctions obtenues en répétant deux 
fois l'opération f(x;, x:,...); d’où il suit qu’on trouvera 
toujours un résultat de même forme, en répétant cette 
même opération autant de fois que l’on voudra, et que 
toute fonction entière de x;, x2, etc., peut être exprimée 
par une somme de termes de la forme 


m 
Axes 
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Des fonctions rationnelles. 


512. Une fonction v des quantités x, Xe, 3, etc., est 
dite rationnelle lorsqu'elle peut être exprimée par les 
trois premières des quatre opérations algébriques ci-dessus 
désignées. 

Soient 

PA LV AE VOTES POS UE CAUSE ARR CArCReA 


deux fonctions entières, le quotient de ces fonctions 


LT Tan) 


Frs sp) 


sera évidemment un cas particulier des fonctions ration 
nelles non entières, et l’on peut considérer toute fonction 
rationnelle comme obtenue en répétant plusieurs fois 
l’opération précédente; mais en désignant par p;, #:, etc, 
Tate Lu) 


> il est évident 
(tr maies + 


plusieurs fonctions dela forme 


que la fonction 
L Filore bisous: e) 
F(v,,0,...) 


peut être réduite à la même forme; d’où il suit que toute 
fonction rationnelle se réduira à la forme 


PURES ETS) | 
Er, DR 


2 
fet F désignant des fonctions entières. 


Classification des fonctions algébriques non 
rationnelles. 


513. Soit 
LT aie À 


une fonction rationnelle quelconque ; il est évident que 
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toute fonction algébrique s’obtiendra en combinant l’opé- 
ration désignée par f'avec l'opération désignée par Ÿ , 
m étant un nombre premier. Si donc p;, p, désignent 
des fonctions rationnelles de x, x, etc., 71, n2, etc., 
des nombres premiers, et qu’on fasse 


P’ 4 (z,, Tiye..s Ÿp:; VP: .. dk 
p' sera la forme des fonctions algébriques dans lesquelles 


l'opération désignée par Ÿ ne porte que sur des fonctions 
rationnelles. Nous appellerons, avec Abel, fonctions al- 
gébriques du premier ordre les fonctions de la forme p”. 

Soient p', p,, etc., des fonctions algébriques du pre- 
mier ordre, ?,,7,, etc., des nombres premiers; et posons 


Tes 


paQe ñ, A a à 

pP” {us Ti3e.es VPi; VP:) : UE VP! , VP + si 
p" sera la forme générale des fonctions algébriques dans 
lesquelles l'opération désignée par Ÿ ne porte que sur 
des fonctions rationnelles ou sur des fonctions algébriques 
du premier ordre. Nous appellerons fonctions algébriques 
du deuxième ordre les fonctions de la forme p”. 

De même si p”,p’, etc., désignent des fonctions algé- 
briques du deuxième ordre, n°, n", etc., des nombres 
premiers, et qu’on fasse 


n, — Te RE: 
_ CT A NS 
PET RES Re PN P e PEN PT 790 TOO PS TRES 


p” sera la forme des fonctions algébriques, où l’opéra- 
tion désignée par 7/ ne porte que sur des fonctions ra- 


tionnelles et sur des fonctions des deux premiers ordres. 
Les fonctions de la forme p!” seront les fonctions algébri- 
ques du troisième ordre. | 

En continuant ainsi, on formera des fonctions algé- 
briques du quatrième, cinquième, ..., m*”° ordre, et il 


SECTION V. — CHAPITRE II. 473 


est évident que l’expression générale des fonctions du p?"* 
ordre sera l'expression générale des fonctions algébriques. 

Il suit de là qu’en désignant par v une fonction algé- 
brique du p*”* ordre, v aura la forme 


e=f(r, Te ,Vp Up. 53}; 


où f désigne toujours une fonction rationnelle, p;, p2, etc, 
des fonctions de l’ordre m —1, n,, 2, etc., des nombres 
premiers, et r1, r, etc., des fonctions de l’ordre 4 — 1 ou 
d’un ordre moins élevé. | 

On peut évidemment supposer qu'aucun des radicaux 


Rips LE DAT . ° . 
VPis Vp»; etc., ne soit exprimable rationnellement en 
fonction des autres radicaux et des quantités 71, r», etc. 


. M r . 
Si, en effet, Ÿp, était dans ce cas, en portant sa valeur 
dans l’expression de s, on aurait une valeur de » 


(ANT RE) 
REY Nré DnsdienliNiPs se: 
de la même forme que la précédente, mais plus simple, 


puisqu'elle contiendrait le radical Ÿp: de moins. Si de 
même l’un des radicaux qui restent pouvait s'exprimer 
en fonction rationnelle des autres radicaux et des quan- 
tités 1, le, elC., On pourrait chasser ce radical de l’ex- 
pression de », qui conserverait d’ailleurs la même forme; 
et si l’on pouvait continuer ainsi jusqu'à ce qu’on eût 


la 


no. 
éliminé tous les radicaux Ÿp,, Vp2, etc., la fonction v 
serait réduite à l’ordre p — 1. 

Si donc la fonction v est effectivement du p"*° ordre, 


Na; 


on peut supposer que les radicaux Yps VPo; etc., aient 
été réduits au plus petit nombre possible, et qu’il soit 
impossible d'exprimer l’un de ces radicaux en fonction 
rationnelle des autres et de fonctions algébriques d'ordre 
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inférieur. Et si m désigne alors le nombre de ces radicaux 
qui affectent des fonctions algébriques d’ordreu —1, nous 
dirons que la fonction v d'ordre y est du degré m. 

D'après cette définition, une fonction d’ordre y et de 
degré zéro.n'’est autre qu'une fonction d’ordre  — 1, et 
une fonction d'ordre zéro est une fonction rationnelle. 

Il résulte de là que si v désigne une fonction algébrique 
d'ordre pet de degré m, on aura généralement 


f 11 

dfrin sahpuin)s 
f désignant une fonction rationnelle, p une fonction al- 
gébrique d’ordre p—1, #7 un nombre premier, et 71, 
T2, etc., des fonctions d'ordre u, maïs de degré m— 1. En 
outre, d’après ce qui précède, on peut toujours supposer 
Je . . . , . LATE . . 
qu'il soit impossible d’exprimeryp en fonction ration- 
nelle de r;, r, etc. 


Forme générale des fonctions algébriques. 


914. Dans l'expression précédente de », f désigne une 


fonction rationnelle des quantités r;, r, etc., et Ÿp, mais 
toute fonction rationnelle de plusieurs quantités peut être 
représentée par le quotient de deux fonctions entières; 
nous pouvons donc poser 


or , T ss res Vp) 
YOris Pisces VD) 
o et Ÿ désignant des fonctions entières, etsi l’on ordonne 


. RSI TE 
et Ÿ par rapport aux puissances de Ÿp oup#“, on aura 
pour # une valeur de la forme 


, EEE 


? 


Î 2 y 
Sois et Hp 2 sort Sup nes 
D —————————————————————Û———————— = —) 
Û 2 T 


y pie tp ip" 
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OÙ Sp» 54e.) 5, €t Los l13.., L,, Sont des fonctions entières 
Soit & une racine imaginaire de l’équation 
rage à Le 
p» © 
désignons par 
T, sit 429 Tir 
L 


les 7 —1 valeurs qu’on obtient en remplaçant, dans T, p” 
successivement par 


1 1 Î { 


ap", ct? nu, Œp',..., ani pa, 
et multiplions par T; T,...T,_, les deux termes de la va- 
leur de , on aura 
HAE D. 0 à 
TEE, 


0 


Le produit TT, 'T,...T,_, peut évidemment s’exprimer en 
fonction entière de p et des quantités 7, r», etc.; il est 
donc une fonction algébrique d’ordre y et de degré m—1 
au plus, que nous désignerons par u. Pareillement, le 
produit ST, T,...T,_, est une fonction entière de 5,, 


nie , 
Te, etC., et V p ; nous représenterons sa valeur par 
L 2 AE 
Uo + LP + WP Hi... + Up"; 
et l’on aura 


i 2 È 


ue Lo di PE Ua PM up 
ou simplement 
1 2 È 


0 Qu + QU + GP He Qi P' 


. U u | 
en mettant go; 41, etc., au lieu de Fe Fa etc. ; Jo» Y19 EtCes 


désignent ici des fonctions rationnelles de r;, r,, etc., etp. 
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On peut chasser de l'expression précédente de v les 


1 
puissances de p" supérieures à la (7 —r)*"*. Si, en effet, 
j désigne un nombre qui, divisé par n, donne le quotient g 
et le reste À, on a 


Î h 
P'EPP > 
et, en se servant de cette formule, on pourra mettre s sous 
la forme | 
ï 2 — 
(1) PH gp Hp tee Eqnaip" ; 


os is Qay.r Qn1 Étant toujours des fonctions ration- 
nelles de p, ri, r2, etc., et, par conséquent, des fonctions 
algébriques d'ordre x et de degré m—1 au plus, telles, 
en outre, qu'il soit impossible d'exprimer rationnelle- 


Î : : 
ment p” en fonction rationnelle des quantités dont elles 


dépendent. 
Dans l’expression (1) de », on peut supposer 
qi ace I . 
Pour le démontrer, supposons d’abord que g, ne soit pas 
nul, et posons 





#4 Pi PI") 
d’où 
1 
L m 
P = et pr — À: ; 
qi qi 
l’expression de v devient 
Ù 1 q 2 q nt 
== L } dE n —t LE 
PE MagP" Ai Eu ah PE 
qi q: 
ou plus simplement 
"ra 2 n—1 


(2) D == Qu + P' + GP He np 5 
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en écrivant p au lieu de p;; g:, gs, etc., au lieu de É 
! 


#2 etc. 
q Î 
Dans cette nouvelle expression (2) de y qui se déduit 


de (1) en faisant g, —1, les quantités g,, q2, etc., dési- 
gnent toujours des fonctions algébriques d'ordre u et de 
degré mi —1. 

Supposons maintenant que dans l’expression (1) de v 
on ait g,—0; désignons par g, l’une des quantités gq:, 
Q2, etc., qui n'est pas nulle, et posons 


PL ONE A 
Pi—qrP 5 
d’où 
(4 ku 


=, — 
Pi —=q;P"- 


n étant premier et À étant moindÿe que 7, on peut tou- 
jours trouver deux entiers « et 6 tels, que 


kKx—n6 —}, 


À étant un nombre entier quelconque donné: alors on 
y 
aura 
02 > 
LR UE 
Pi —=4qrP P'; 
d’où 
:| 


& 
ne le nr 10 n 
PU PO: 


On a, en particulier et par hypothèse, 


Î 


Sn 
CEE 


P 


les deux formules précédentes. permettent de substituer 
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1 | 1 
aux puissances de p”, dans la valeur (1) de y, celles de p", 
et, après cette substitution, il est évident que la forme 
1 
de y n’aura pas changé, mais que le coefficient de p* sera 
k 

l'unité; car, dans l’expression primitive de », p" a pour 
coeflicient g:. Les développements qui précèdent peuvent 
être résumés par la proposition suivante : 


Taéorëme. — Toute fonction algébrique d'ordre y et 
de degré m peut étre mise sous la forme 


1 2 n—1 


= GP + Que Qu PV 


où n est un nombre premier, Go, 2, etc., des fonctions 
alsébriques d'ordre u, mais de degré m—1, et p une 
Jonction d’ordre pu. —1, dont la racine n”"° ne peut étre 
exprimée rationnellement par les quantités q;, q2, etc. 


Propriétés des fonctions algébriques qui satisfont à 
une équation donnée. 


515. Il importe de rappeler ici les définitions que 
nous avons présentées au n° 100. 
Si J’on considère un polynôme entier et rationnel 


Doha PONS OREE AR," 


dont les coefficients a,, a:,... soient des nombres com- 
mensurables donnés, tout diviseur de ce polynôme dont 
les coefficients sont comimensurables est dit un diviseur 
commensurable. 

Plus généralement, si les coefficients a,, a,,... du po- 
Iynôme sont des fonctions rationnelles de quantités quel- 
conques, qu'on regarde comme connues, tout diviseur de 
ce polynôme qui a pour coefficients des fonctions ration- 
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nelles des quantités connues est appelé un diviseur com- 
mensurable. | 

On nomme, dans tous les cas, équation irréductible 
toute équation dont le premier membre n’admet aucun 
diviseur commensurable. 

Dans le cas de l’équation générale de degré quelconque, 
dont les coefficients sont indéterminés, les quantités con- 
nues ne sont autres que les coefficients eux-mêmes ; l’équa- 
tion est nécessairement irréductible. 

Cela posé, soit une équation de degré m 


Qi) 2 + aa LE Q a + ami Æ + Am 0; 


dont les coefficients sont considérés comme des fonctions 
rationnelles de quantités connues, et supposons qu’elle 
soit résoluble algébriquement. 

D’après la classification des fonctions algébriques éta- 
blie précédemment, si la racine x est une fonction algé- 
brique d’ordre p. des quantités connues, on pourra poser 


[l 2 n—1 


(2) = Go P' + pes +q 
n est un nombe premier ; p désigne une fonction d'ordre 
Li —1; Go, gs etc., peuvent être de l’ordre w, mais sont 
d’un degré moindre que celui de x. Enfin, on peut sup- 
1 

poser qu’il soit impossible d'exprimer p" en fonction ra- 
tionnelle de p, q,; g1, etc. 

En substituant cette expression (2) de x dans l’équa- 
tion (1), on aura un résultat qui pourra évidemment se 
réduire à la forme 


{ 2 n—1\ 


(SP À PR Re dcr LE ce rate NES 


OÙ Zn l'as l'as.) T1 désignent des fonctions rationnelles 
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des quantités p, Q6, Q25+++ Qn1. Or Je dis que l’équa- 
tion (3) exige que l’on ait en même temps 
MDm—=0, 7—O0s 72—O0,...3 T1 —= O0. 
En effet, dans le cas contraire, les deux équations 
D'NTENOET 


Dn+nz+mP+.. + Fr» 27 O0 


auraient une ou plusieurs racines communes. Soit X le 
nombre de ces racines, on pourrait former une équation 
de degré k ayant pour racines ces À racines communes, et 
pour coefficients des fonctions rationnelles de p, Go; 


25... n=1° Soit 
SEE SZ IS ia El id SES ES 0 
cette équation, et désignons par 
bts ++... +; 


un diviseur irréductible de son premier membre, dont les 

coeflicients 5, {1,..., t; soient des fonctions rationnelles 
Le 

de p, Qo: Q2s+ +, Qn-1. L’équation 


(4) HEUZERTTEN.LGA—O 
a toutes ses racines communes avec 
(5) en ES 


d’ailleurs son degré z est au moins égal à 2, car, autre- 
1 

ment, on pourrait exprimer z ou p" en fonction ration- 

nelle de p, go, 25: , 9,1. Si donc z désigne une racine 

quelconque de l’équation (4), cette équation aura au 

moins une autre racine de la forme &z, &« étant une ra- 

cine de l’équation 


on — . 
user 
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l'équation (4) aura donc une racine commune avec 

(6) tb +taz+tez +.) Lt zi —0, 

et, par conséquent, avec l'équation 

(7) (i— ct +(a—ai)tz +... + (ein — ai)t; 127! = 0, 


que l’on obtient en retranchant de l'équation (6) l’équa- 
tion (4) multipliée par a’. Mais l'équation (4) est sup- 
posée irréductible; il est donc impossible qu'elle ait une 
racine commune avec l'équation (7), qui est d’un degré 
inférieur au sien. D'où il suit qu’on a nécessairement 


7910; T—O0,...) Fnei=t 0: 


Les équations précédentes ayant lieu, l’expression (2) 
de x satisfera encore à la proposée (1), quand on y aura 


1 
substitué à p" chacune des 7 valeurs 


P"; CHIPSET AT De) 
où 1, &, 6,..., w désignent les racines n°" de l’unité. 
On aura ainsi = racines de l'équation (1), que nous re- 


présen erons par 


et dont les valeurs seront 


| 1 1 ; La 
Mot PH PH... + qua" 


2 n— | 


3 —— Jo —- Xp? — 4°? GP" + ae: n an! Yn1pP n : 


2 n—1 


1 
La = o + 8p" + 6? gap +... HET quuip", 


ll 2 n—1| 


Tan — 46 —+- 2" —+- w°? gp" +... Het! DER a 


2? 


on voit que ces racines sont différentes, car, si deux 
II. 31 
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d’entre elles étaient égales, il résulterait de cette égalité 
une équation qui aurait la même forme que l'équa- 
tion (3), ce qui conduit, comme nous l’avons vu, à un 
résultat contradictoire. Au surplus, cette remarque n’est 
pas indispensable pour ce qui va suivre. 

En ajoutant les équations (8), en les ajoutant ensuite 
après les avoir respectivement multipliées par 


n—1 n—1\ n—1 
T, œ L] 6 3 .…. > | œo 2 


puis par 
Lun À GR RS 


puis, etc., on obtient les suivantes : 


‘ 4 
= rat Lart Lit snisie + Ln)s 


{ 
— O0 
LUE F (tr + aa +... + Puget 2) 


2 
n ; n2 n—2 
Ga PIE CE Lies PO TES 


n—1 


FES I 
qu p'* (Hart... #02). 


fl résulte de là que, si l’on regarde comme connues les 
racines de l’unité, les quantités | 


pri os Frs 5 ni 


sont des fonctions rationnelles des racines de l’équa- 
tion (1). On a, en effet, généralement 


pan Tit TR A6 GET Pie tete PER 
DEN ——— 
P ai + ans + 6 im. ie Home)? 


Désignons maintenant par y l’une quelconque des 
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1 


quantités pl, Qos Qas= «-5 q" 7", et soit : 


1 2 . T—1 


— 


(9) $ = 59 + 7H so +. + Sr0 Ty 


So 52, etc., étant des fonctions qui peuvent être du même 
ordre que y, maïs qui sont de degré inférieur. On a, par 
ce qui précède, 


Fe 0 (tie ar 2): 


® désignant une fonction rationnelle, et x,, x2,,..., x» 
les m racines de l’équation (r), lesquelles peuvent ne pas 
entrer toutes dans la fonction ©. Soit m' le nombre des 
valeurs que prend cette fonction 9 par les substitutions des 
racines Xi, X>, etc.; On pourra former une équation du 
degré m’ dont les coefficients seront exprimés rationnel- 
lement par ceux de l’équation (1), et dont les racines 


Vis Pipes Von 


seront les m’ valeurs de la fonction 9. Et comme la va- 
leur (9) de y doit satisfaire à cette équation, on en con- 
clura, comme précédemment, que les quantités 


Ps So» S29 . 9 Sri 
sont des fonctions rationnelles de y, Y2,..., Y», et, 
par conséquent, aussi des fonctions rationnelles de x, 
Le, "es, Une 
Comme on peut continuer indéfiniment ce raisonne- 
ment, on conclut de ce qui précède que : | 


Si une équation est résoluble algébriquement, on peut 
donner à la racine une forme telle, que toutes les fonc- 
tions algébriques dont elle est composée soient des fonc- 
tions rationnelles des racines de l’équation proposée. 

D 
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Démonstration de l'impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur au 
quatrième. 


516. Les propriétés des racines d’une équation réso- 
luble algébriquement, que nous venons de démontrer, 
ont lieu dans tous les cas, soit qu’il s'agisse d’une équa- 
tion dont les coefhicients ont des valeurs déterminées, soit 
que l’on considère ces coefficients comme indéterminés, 
et, par suite, les racines de l'équation comme étant des 
quantités quelconques, n’ayant entre elles aucune dépen- 
dance. 

Nous plaçant maintenant à ce dernier point de vue, 
- nous allons démontrer qu’il est impossible de résoudre 
algébriquement les équations générales de degré supérieur 
au quatrième. 

Ce théorème a été démontré, pour la première fois, 
d'une manière rigoureuse par Abel; je présenterai ici la 
démonstration plus simple que l’on doit à Wantzel (*). 

Soit 

f(#)=x0 


une équation du degré m dont les coeflicients sont indé- 
terminés, et désignons par 
Lis Lo, je pre Cm 


ses m racines, que nous supposons exprimables algébri- 
quement en fonction des coeflicients. 


Si l'équation f (x) — o est satisfaite par la valeur x, 
de æ, quels que soïent ses coefficients, on doit reproduire 





(*) J'ai cru devoir reproduire textuellement le raisonnement de Want- 
zel; j'ai cependant supprimé quelques détails que rendent inutiles les 


développements dans lesquels je suis entré en traitant de la théorie des 
substitutions. 
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identiquement x, en substituant dans son expression la 
fonction rationnelle correspondante à chaque radical, 
puisque les racines de l'équation sont alors entièrement 
arbitraires. De même, toute relation entre les racines 
devra être identique, et ne cessera pas d'exister, si l’on y 
remplace ces racines les unes par les autres, d’une manière 
quelconque. | 

Désignons par y le premier radical qui entre dans la 
valeur de x,, en suivant l’ordre du calcul, et soit 


LD: 
p dépendra immédiatement des coefhicients de f(x) = 0, 
et s’exprimera par une fonction symétrique des racines 
F(xi, x, 23,...)3 y sera une fonction rationnelle 
P(Xi1, Les L3,-,.) des mêmes racines. 

Comme la fonction ® n’est pas symétrique, sans quoi 
la racine n°" de p sextrairait exactement, elle doit 
changer lorsqu'on transpose deux racines, æ;, æ, par 
exemple ; mais la relation 


ir 
sera toujours satisfaite. D'ailleurs, la fonction F étant in- 
variable par cette transposition, les valeurs de ® sont des 
racines de l'équation y" = F, et l’on à 
? (ass Lis La .— ». es, ap (2e Lay Laye. 45 


« étant une racine n*"° de l'unité. 
Si l’on transpose les racines x, et x, il vient 


CA EU PE AVES ET AE TT TX, Fe URNTS 
d’où, en multipliant par ordre, 
Er 


Ce résultat prouve que le nombre 7, supposé premier, 
est nécessairement égal à 2; donc le premier radical qui 
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se présente dans la valeur de l’inconnue doit étre du 
deuxième degré. C’est ce qui arrive, en effet, pour les 
équations qu'on sait résoudre. 

La fonction 9 n’ayant que deux valeurs, elle change par 
une transposition quelconque, et elle ne sera pas changée 
(n° 481) par une substitution circulaire de trois ou de 
cinq lettres, car chacune de ces substitutions équivaut à 
un nombre pair de transposilions. 

Continuons la série des opérations indiquées pour 
former la valeur x, de x. 

On combinera le premier radical avec les coefficients 
de f(x) — 0, ou la fonction o avec des fonctions symé- 
triques des racines, à l’aide des premières opérations de 
l’Algèbre, et l’on obtiendra ainsi une fonction des racines 
susceptible de deux valeurs, et, par conséquent, inva- 
riable par les substitutions circulaires de trois lettres. 
Les radicaux subséquents pourront donner encore des 
fonctions du même genre, s’ils sont du deuxième degré. 
Supposons qu’on soit arrivé à un radical pour lequel la 
fonction rationnelle équivalente ne soit pas invariable 
par ces substitutions ; désignons-le toujours par 


PET o(z, Los T3. 1. 
Dans l'équation 
VE P 
nous ferons encore 


Dash (ESS US 


cette fonction ne sera pas symétrique, maïs seulement 
invariable par les substitutions circulaires de trois let- 
tres. Si l’on remplace 


Pis Lis La 


par 
Log Las Ti 


s 
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dans 9, la relation 
PER 


subsistera toujours; et, puisque F'ne change pas par cette 
substitution, 1l viendra 


M A Li: | — AU (Lis Ms lis mes 1e 


« désignant une racine n*"° de l’unité. 
En faisant dans cette équation la substitution circu- 


laire 
(æ > 29 Ts)» 


et en répétant cette substitution, on aura 


rs rhone) ani (hiiriiar, Loi), 


PAS MISES RE; VE Or nt fs si 0), 


puis, en multipliant les trois équations précédentes, on 
conclura | 
d'a là 

Ainsi, n sera égal à 3. 

Si le nombre des quantités x, 2, Xs, X,, etc., est su- 
périeur à quatre, ou si l'équation f(x) —o est d’un 
degré plus élevé que le quatrième, on pourra eftectuer 
dans o une substitution circulaire de cinq lettres, par 


exemple 
(aus Lin Tilrens 3 


la fonction F ne changera pas par cette substitution, et 
l’on aura 


op. (ca rm DEmio( Bee Drs ris as 4.0 


puis, en répétant de part et d’autre la même substitution, 
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Par la multiplication, on obtient 


GEI T 
ce qui entraine 


æa— T1, 


puisque & est une racine cubique de lunité. Donc, si 
le degré de l'équation proposée est supérieur à 4, la 
fonction © est invariable par les substitutions circulaires 
de trois lettres, ce qui est contraire à notre hypothèse. 
Ainsi, tous les radicaux renfermés dans l'expression 
de la racine d’une équation générale de degré supérieur 
au quatrième devraient étre égaux à des fonctions ra- 
tionnelles des racines invariables par les substitutions 
circulaires de trois racines. En substituant ces fonctions 


dans l'expression de x,, on arrive alors à une égalité de la 
forme 


Le Lion, Lis Lis T ) 


Hs ailes 
qui doit être identique; or cela est impossible, puisque le 
second membre reste invariable quand on remplace x:, 
Las Lg PAT Le, Xsy Li, tandis que le premier membre 
change évidemment. 

Donc il est impossible de résoudre par radicaux l’é- 
quation générale du cinquième degré ou d’un degré supé- 
rieur. 

La démonstration précédente fait voir en mème temps 
que, pour les équations du troisième et du quatrième 
degré, le premier radical, dans l'ordre des opérations, doit 
être un radical carré, et le deuxième un radical cubique. 
Ces circonstances se présentent, en effet, dans les formules 
que nous avons données dans le Chapitre précédent. 


— — cr À CO + — 
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CHAPITRE TIT. 


DES ÉQUATIONS ABÉLIENNES. 


Des équations trréductibles dont deux racines sont tel- 
lement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer 
rationnellement par l’autre. 


917. Après avoir démontré qu’il est impossible de 
résoudre algébriquement les équations générales de 
degré supérieur au quatrième, il paraîtrait naturel de 
chercher à déterminer quelles sont les équations suscep- 
tibles d’une telle résolution. Maïs avant d’aborder ce difi- 
cile problème, il convient de présenter une étude com- 
plète d’une classe remarquable d'équations que M. Kro- 
necker a nommées abéliennes. 

Les équations auxquelles conduit le problème de la 
division du cercle en un nombre premier p de parties 
égales sont toujours résolubles par radicaux, et Gauss a 
montré, dans ses Recherches arithmétiques, que chacun 
des radicaux dont l’expression des racines est composée 
a pour indice l’un des facteurs premiers de p — 1. Ces 
équations ont cette propriété, que chaque racine peut 
s'exprimer rationnellement par l’une quelconque des 
autres, et Abel, en partant de cette remarque, a fait voir 
que, si deux racines d’une équation irréductible sont tel- 
lement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer ra- 
tionnellement par l’autre, on peut toujours ramener la 
résolution de l’équation à celle d'équations de degrés 
moindres. 1] y a même des cas où l’équation est résoluble 
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algébriquement; cela arrive en particulier si son degré 
est un nombre premier. 

Nous allons exposer ici ces recherches d’Abel, et nous 
ferons ensuite l’application de sa méthode aux équations 
dont dépend la division du cercle en un nombre premier 
de parties égales. | 


518. Soit 
(1) f(z)=0 


une équation irréductible de degré x, et supposons que 
deux racines x’ et x, soient liées entre elles par l'équation 


où 0 x désigne une fonction rationnelle de x et des quan- 
tités connues. x étant racine de l’équation (1), on aura 


F(8x)—0; 
d’où il suit que x, est racine de l'équation 
(2) \é (9 TPE, 


et, par conséquent, cette équation (2) admet toutes les 
racines de l'équation (1) (n° 100), car celle-ci est irré- 
ductible, et f (8 x) est une fonction rationnelle. En d’au- 
tres termes, si x désigne une racine quelconque de l’é- 
quation (1), 0x sera aussi racine de cette équation. 
Mais 0x; est racine de l'équation (1); donc 08 x; le sera 
aussi, ainsi que 606x,, et généralement, en répétant 
sur x, un nombre quelconque de fois l’opération désignée 
par 6, on obtiendra toujours une racine de l'équation (1). 
Soit, pour abréger, 


0Q ares 07 2007 2 EE OL GOT SENTE, 
tous les termes de la série 


(3) æift 0 æi Ori, Otirip nn 
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seront des racines de l'équation (1). Mais la série (3) ren- 
ferme une infinité de termes, tandis que l'équation (1) 
n'a que y racines; il faut donc que quelques-unes des 
quantités (3) se trouvent répétées un nombre infini de fois. 

Supposons, par exemple, que l’on ait 


Qn+n mie Q": 1 : 
ou 
"(0% x,) — 9x, — 0, 
l'équation 
fx —x—o 
a la racine 6” x, commune avec l’équation {1); elle admet- 
tra donc toutes les racines de l’équation (1), et l’on aura 


0x, — x, —0o 
ou ' 
VC nr 
On tire de là | 
Qnth og, — 0Kx,; 


d’où il suit que les termes de la série (3), à partir du n°", 
se reproduiront dans le même ordre, et que cette série ne 
contiendra que les z racines distinctes 


(4) Ti, CEE QYPE. Qt 


Ces n racines seront effectivement distinctes, si z est le 
nombre de fois qu’il faut répéter sur x; l’opération dési- 
gnée par 0 pour reproduire x. 

Si l’ona uw n, la série (4) contient toutes les racines 
de l'équation (r). | 

Supposons > n,et soit x, une racine de l’équation (1) 
qui ne fasse pas partie de la série (4); on fera voir, comme 
précédemment, que toutes les quantités 


(5) MU tr! capote TIR CN (O1 


sont également racines de l’équation (1). Or je dis que, 
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dans la série (5), les 7 premiers termes 
(6) es 02, 0e » 3 VUE 


sont les seuls qui puissent être différents. En effet, l'équa- 
tion 
Gtx—r—o 


admet la racine x, de l’équation (1); donc elle admettra 
toutes les autres, et l’on aura 


Ge, 
d’où 
Qu+k æ, — Ua, . 
Par conséquent, les termes de la série (5) se reproduiront 
dans le même ordre, à partir du n°"”*, et, parmi ces 
termes, les seuls qui puissent être distincts sont renfermés 
dans la série (6). 

Je dis maintenant que les termes de la série (6) sont 
effectivement différents entre eux, et distincts des quan- 
tités (4). 

L'égalité 

PAIN di, 
où et à sont inférieurs à #, est effectivement impossible ; 
car, d’après le théorème établi au n° 100, elle entraïîne- 
rait 

pad re 


ce qui n’a pas lieu, puisque les quantités (4) sont diffé- 
rentes. 
L'égalité 
Or, — 6x, 

est de même impossible. Si, en effet, elle avait lieu, il en 
résulterait 

gn—AGix, — gn—k ph La 
ou 

Qu—k+i res ttarhsshe, 
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et, par conséquent, x, ferait partie de la série (4), ce qui 
est contre l'hypothèse. 

Le nombre des racines de l'équation (1) renfermées dans 
les séries (4) et (6) est 272; on a donc nécessairement 
HR OUR 2, 


Supposons pu >> 2n, et désignons par x; une racine de 
l'équation (1) qui ne fasse pas partie des groupes (4) 
et (6); en raisonnant comme précédemment, on formera 
un troisième groupe de # racines, 


Las 023, as,..., 0 as, 


toutes distinctes et différentes des quantités (4) et (6): 
d’où il suit nécessairement que l’on a p—3noup>3n. 

En continuant ainsi, on verra que les u racines de 
l'équation (1) peuvent être partagées en un certain 
nombre #» de groupes composés chacun de 7 termes, en 


sorte que 
2 men @ 14 LA 


Les racines de l'équation (1) seront alors 


RE SRUE LIU SN MP ae 70 
PME ER NL MERE ler TR 
(1) Lis 10 Eye à CE 


ee @'e 0. 7 Ve o1'eqielle ete Anle €, à +0 © « 


9 ei 
ul Qt: «re 7 t 


519. Considérons l'équation de degré 7 qui a pour 
racines les racines de l’un de ces groupes, du premier par 
exemple, et soit 


(x —r)(r —0x)(x — 0x)... .(x — 01 2 hero 
ou 


DES 


a 


(le mirt: A an PTNRET ES RES 


2 pi 


ist A re) 
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cette équation. Les coefficients 
(1) (1) (1) 
À. 9 A COR A, 


sont des fonctions rationnelles et symétriques des quan- 
tités 
Lis ain AT RERO MEN DES 
et ils ne dépendent, comme on va voir, que d’une seule 
équation du degré m. 
Soit, en effet, y, une fonction rationnelle et symétrique 
quelconque des quantités 


(a) Tinoer al0 Ati LOT CS 


8x, 0x, etc., étant des fonctions rationnelles de x;, y: 
le sera aussi, et nous poserons 


AR AH bei}: 


F désignant une fonction rationnelle. En outre, à cause 
de 8"x, — x, les quantités (9) ne feront que se changer 
les unes dans les autres si l’on remplace x, par 80x:, 
Fri... 00 ms et COMME 7 'ESL une fonction symétrique 
de ces quantités, sa valeur sera invariable par ces chan- 
gements; on aura donc 


= EtcdesiO rer {ONE NET 


Désignons par 
Ji SANT 0e 


les valeurs que prend y; quand on y remplace x; succes- 
sivement par 
T2 , TL; , ee 9 Tm ; 


on aura 





FRE (ak RMON)  TOOT DT} NET, 
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Soit maintenant 


(x — di) ( —7:) (7 = fn) = 0 
ou 


(10) 7 pp EE pay EE pri Y F Pn = 0 


l’équation qui a pour racines ÿ1, Yo3..., Ym3 Je dis que les 
coefficients pi, Pe, etc., de cette équation peuvent être 
exprimés rationnellement par les coeflicients de l’équa- 
tion proposée (1). On a, en effet, quel que soit l’entier À, 


3 — ; | [F(x,)} + [F(0x )P + st CF (9 1x)]2) . 
r} =: [CF (æ) PCF (82) P +... [F(8 ta) ]), 
ps = CUITE [E(0x,) PE 2. +LF(8— 7) }, 


et, en ajoutant, 


JF +y) +... +7) = 


DUO 


Le signe © du second membre s'étend à toutes les ra- 


cines de l'équation proposée; ce second membre est donc 
une fonction symétrique et rationnelle de toutes les ra- 
cines ; d’où il résulte que les sommes de puissances sem- 
blables des racines de l'équation (ro) peuvent être expri- 
mées rationnellement par les coefhcients de l’équation 
proposée. On pourra donc aussi exprimer de la même 
manière les coeflicients p1, p>, etc., ainsi que nous l’avions 
annoncé. 

La fonction rationnelle et symétrique y, des quanti- 
tés (9), fonction qui peut être choisie à volonté, dépend 
donc directement d’une équation de degré m. D'ailleurs 
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les fonctions 


VAT At; AU. A1 


1 rl 


sont semblables; car elles peuvent toutes être considérées 
comme des fonctions rationnelles de la seule racine x.. 
On pourra donc exprimer 


(1) 
i 2 


A Ace AL 


en fonction rationnelle de y,. 

Nous sommes ainsi conduits à l’une des applications les 
plus importantes de la théorie des fonctions semblables, 
que nous avons développée dans le Chapitre V de la Sec- 
tion IV; mais, comme cette théorie est sujette à quelques 
cas d'exception, il ne sera pas inutile d'entrer, avec Abel, 
dans le détail du calcul des coefficients A(?, AU), etc. 

Désignons par Ÿ (x; ) l'un quelconque de ces coefficients; 
Ÿ est une fonction rationnelle qui ne doit pas changer 
quand on remplace x; par 0x, 6°x,,..., 0"! x, puisque 
d (x) est, comme y,, une fonction symétrique des quan- 
tités (9); et il en sera de mème de la fonction 


Jivg(a) où [F(a)lp{a). 
On aura donc 


\ I "7 « £ h 
Pipe) = = TF (ei) PE (a) + [F (Os) 4 (62) +... 
+ CF(O a )f (0 x) 5 
en remplaçant X, successivement Par Lo, Lyso..s Ne 


on aura des expressions semblables pour y? Ÿ (x2),. 


y (x) ; et, si l’on pose 


3 


L: 


(11) =} (a) +yld(a) +... +rlV(an), 


on aura 


=> SIF(x)Py(z), 
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le signe Ÿ s'étendant à toutes les racinesde l'équation (1). 


On voit par là que t, est une fonction symétrique et 
rationnelle des racines de l’équation (1), qui pourra, par 
conséquent, s'exprimer rationnellement en fonction des 
quantités connues. 

Cela posé, en prenant pour À les valeurs 0, 1, 2,3,..., 
(m—1), l'équation (11) donnera les suivantes : 


| (x) + ÿ (x) AMAR NO Re 


Ju (ri) Ha Ÿ (as) + + Je Ÿ (tn) =; 
(2) ride) +de). + rs (an) = he 
LT ER ET NT CSC EE one 1 A ETS 


dont les seconds membres peuvent être considérés comme 
connus. f 

Pour avoir la valeur de d (x;), ajoutons les équa- 
tions (12) après les avoir respectivement multipliées par 
les indéterminées 

Rs; KR, CE Hesse 1, 

et faisons, pour abréger, 
(13) o(7) 2 0 Al PARU 2 9 EP Eire QE 2 R, y E- hi 


on aura 


0) 4m) + g0r)p(es) + + p0m)Ÿ (an) 
=" R, +4R, SRE En Ru + En ; 


et, si l’on détermine les facteurs R,, R;, etc., par les con- 
ditions 


p(r:) = 0, p(J3) Os...) ® (Ym) — 0; 





on aura 


(4) da) — 


II. 32 


lo Ro “+ tR; 5 Wa rt Em—2 Ry: Din En 
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Cherchons maintenant les valeurs de Ro, R;, ete. D'a- 
près notre hypothèse, l'équation 

ACAEER 


doit avoir pour racines ÿe, Y2,..:, Vs mais Ces racines 
appartiennent aussi à l'équation (10), qui admét en outré 
la racine y, { on aura donc 


LUE Pr PURUEE PEN Toi LUS PO EUR 





4 >) er EE, 
7 (3 / ÿ 0} 
_. à Di. as Pi Ja} P: | pt ne Ye + Pi 
î i tree CE of eh .. 


B'ls run ETS re à 0e 


Comparant les valeurs &{y) données par les équations (13) 
et (15), on trouve 


Rs Di PRE, 


RARE D: AT RAR Le 
(16) kits tele santé 7 HS EE V ES 


KR, — Pm—2 = m3 di +... + y? 
\ Lt Pn1 + Pm—? Fit + pt, 


On tire aussi de l'équation (15) 
= my (ni) pps 4 2 Pre Yi = Pret 
et en faisant, pour abréger, 


Ts — Lo Pm—1 di Pm—2 an ES Un: Pi Fe Emi 2 


E à —= EP La un Pn—3 + + Éme2 » 
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on aura cette valeur de d (x), 


D ET pe ET ma 2 To 


Dé) (@i) = ms ads di : re. 
| 7) ( : MA LL : » M—2 sh 1 ; 
MAT (ni) pr Hs 2 pm Di Pme 





La formule précédente n’est en défaut que si lé dénomi- 
nateur du second membre est nul. Or, je dis qu'on peut 
toujours faire en sorte que cela ne soit pas. En effet, ce 
dénominateur est égal au produit 


(Yi T' Ya) (Yi mA ju F4 — Jm) 


et, pour qu'il soit nul, il faut que l’un des facteurs le soit, 
que l’on ait, par exemple, 


Pre Ur 
Cela posé, prènons pour y; la fonction 
Nr {u — x) (æ— Ox)(x — 6x). ..(æ— 0x), 
« étant indéterminé; l'équation y: = 73, ou 
(a — mi)(a — Om)... — (a — ax) (a — 0x)... 


ne peut avoir lieu, quel que soit &, à moins d’être iden- 
tique; ce qui est impossible, puisque les quantités x,, 
6x7, etc., sont différentes de x, 0x, , etc. D'où il suit qu’en 
k) , 19 19 
choisissant y,, comme il vient d’être dit, équation (15) 
donnera pour Ÿ (x,) une valeur finie et déterminée. 
Les coefliciénts Al, Al, etc., de l'équation (8) peuvent 
RTE ) [ 
donc s'exprimer rationnellement par une mème fonction 
1 dont la valeur dépend d'une équation du degré m3; et 
si l'on remplace 7, successivement par ÿ2, Vas: Jus On 
aura m équations du degré 7, dont les racines séront res- 


pectivement 
rs 0e er UT Lys 
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d'où il suit que l'équation proposée peut être décomposée 
en m équations chacune du degré 7, dont les coeflicients 
sont respectivement des fonctions rationnelles d’une 
même racine d’une équation du degré m. 

Cette dernière équation n’est pas en général résoluble 
algébriquement, quand son degré surpasse le quatrième ; 
mais l'équation (8) et les autres semblables le sont tou- 
Jours, comme nous allons le démontrer, en supposant 
connus les coeflicients A(", A(7,etc. Dans cette hypothèse, 
notre analyse ramène la résolution de l’équation proposée 
de degré u — mn à celle de » équations de degré n, qui 
ont cette propriété, que toutes les racines de chacune 
d'elles peuvent être représentées par 


2 n—1 
Lo Tin 4 OT 


Résolution algébrique des équations dont toutes les 
racines peuvent étre représentées par x,0x,8x,..., 

— 1 , Q . 
8" x, 0x étant une fonction rationnelle de x et des 


quantités connues, telle que "x = x. 
920. Soit 
(1) f be 
une équation de degré s, dont les racines sont 
Œ, ON 0 ES ES PU 2 AE 


Ûx désignant une fonction rationnelle de x et des quan- 
Utés connues, telle, que l’on ait 


( 2 ) 0! PA Pess T ;, 
el, par conséquent, 


(3) QUE 2 — 6h y, 
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Désignons par & une racine quelconque de l'équation 


12 ARTE 
bee 


et posons, avec Lagrange (n° 508), 


(4) Ye) — (x + 0x + «0x +...+ AR ARRET LR 


je dis que la fonction Ÿ (x) est exprimable rationnelle- 
ment par les quantités connues de f (x) et de 4 (x). 

En effet, remplaçons x par "x dans l’équation (4), 
on aura 


4 (8m) = (one 2 a 0m t ta a Otx à 


1 M4 1J—1] 172 
110:0 æ) : 


. et, en ayant égard aux équations (2) et (3), 


fm L—m+1 


ÿ (07 x) — Cr + aÿmtigb Hat Lr+a Ox +... a pui x)" 


( pm L—m+1 Hi 
(4 œ 


mi 
p 


LA 


MA Jt \U 
1] x) 


0x +... Ha ( cr 


!J. 


4 de cn) LA CR EAU ape PP a pen rt 


? 
ou enfin, à cause de a" = 1, 


V(BMx) — ÿ (x). 


[ 


Donnant à m les valeurs successives 0, 1,2,...,u—1, 
on a 


nez) = Er), 
et, par conséquent, 


] | Fr Lo A 
TNT ENS dE À CPR AC Ee 
d’où il suit que d (x) estune fonction rationnelle et symé- 
trique de toutes les racines de l’équation (1); elle pourra 
donc être exprimée rationnellement par les coefficients 
de cette équation. 


Posons alors 
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on aura 
1112 
CN RO a" 2 Or EPNINSE GM CARRE 
# étant une quantité connue. Et si l’on désigne par 


les 4 racines de l'équation 


Lies E 1 


par 


Pos Pis Pages y (4 p— 1 


l 


les valeurs correspondantes de », on aura 





l _—— 
1 

RP UE ES JR ne RU Ge + DT RE Ve 

Bt, l SP 

T + 0x + af fr +...... ER NERS — Vo; 

PAR A, 

(5) X + 0x + ui 0x — , kighe 0 cms ui a 

; 2 c : D—\ hU—A Î 
s# | 4 0 x IT 0 TL —- u J a Vu e 
P—1 Hi 1 


Sd = 4 ’ r 
La quantité Vr, est immédiatement donnée par l’équa- 


tion (1); car si l’on désigne par À le coefficient de x“! 


dans eette équation, on a 
BIT 
Vo LOTS À : 
En ajoutant les équations (5), et ayant égard aux pro- 
priétés connues des racines &, il vient j 


127 pa: 


jo 

| BEN NET ENTRANTS 

(6) RS . TMC NT 
F 





? 


et l’on aura généralement la valeur d’une racine quel- 
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conque 8" x, en ajoutant les équations (5) respectivement 
multipliées par 


sur / 1 TR rit = UL 


Malo Va pe 2e DR nat Lyr 


1 
[2 


on trouve ainsi 





LL ,—— 
mn} ,_ .—m #, 
Mots ir it Sr V RES 
‘1 ! 


LÉ ENS 
RE, Ve, + & 
(7) Fo ee VON RESTES AL AL D : sat. 
le 
7 


cette formule donnera les valeurs de 8x, 62x,..., 0 1x, : 


2 


en attribuant à m2 les valeurs 1, 2, 3,...,(u—1). 


921. Dans l'équation (6) et dans toutes celles qu’on 
déduit de la formule (7), on doit considérer chaque radi- 





= = LR — 


cal ga, A se Vo, comme ayant toujours Ja même 
valeur. Si on laisse à ces radicaux toute leur généralité, 
l'équation (7) ne diffère aucunement de l’équation (6), 
et cette dernière renferme l'expression de toutes les ra- 
cines. Îl y a en outre ici une difficulté, car l'équation (6) 
donne pour x une expression qui à Dre valeurs, tandis 
que l'équation (1) n’a que p racines, Maïs nous avons déjà 
eu l'occasion d'indiquer comment on peut faire dispa- 
raître cette ambiguïté et il est facile d'établir que quand 
on a fixé la valeur de l’un des radicaux, les autres sont 
par cela même déterminés. 

En effet, désignons par « une racine primitive de 
l'équation 


al =, | , 
BE posons 
ANEr des Re fé} 3 — a 3.9 a, __ CLONE. 
où aura 


“ AE E 
Ve x + a0x + a 0x +, + at OT, 


Vo, — x on Ga am On +. 2. Eat re, 


bo4 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE 


L HIT ARRETE 
Si l’on change x en 6"x, Vv,se changera en "7" Vv,, 
ainsi qu'on le reconnaît par le calcul effectué plus haut. 


. De xs A 
Pareïllement Vs, sera, par le mème changement de x en 


"x, multiplié par «#7, d'où il suit que le produit 


AD VER LT RE 
\'a ( V9: ) 


(J.—m ) 


sera multiplié par &” — 1, c’est-à-dire qu’il n’éprou- 


vera aucun changement. Si donc on pose 


TS OC a 
Ve, (Va) (x), 
on aura 


p(x) 9 (0x) ss p(9x) ere ENT Ca” r), 


et, par conséquent, 


Le (x) + 8 (027) +... + 9(00 te) ]. 


I 
p(x) = - 
PF 
(x) est donc une fonction rationnelle et symétrique des 
racines de l’équation (1), et on pourra l’exprimer ration- 
nellement par les quantités connues ; en désignant par a, 
sa valeur, on aura 


I SEE HIS =n 
V Pa ( Ve ) ei LT 


ou 


A 


VAR (LIL 
\ la — A (Ve, ) ° 
1 


: (sn ? pe 
On pourra exprimer ainsi chacun des radicaux V#., 


P- ‘an e e P « LA . 
Vs,,etc., en fonction rationnelle de Ÿ#,, et l’équation 
(6) prendra la forme 


(8) 1] - PA LEE DE A © Ga]. 





! ’, p, ”, 
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Cette expression de x a précisément 1x valeurs, et elle 
représente bien les L racines de l'équation proposée. 
De ce qui précède on peut conclure cette proposition : 


Taéorème [. — S% les u racines d’une équation quel- 
conque peuvent être représentées par 


9 1 
SAR POP ET NOR 0 tn 


0x étant une fonction rationnelle telle que "= x, l’é- 
quation est toujours soluble par radicaux. 


Et en rapprochant cet énoncé du théorème démontré 
au n° 19, on a cet autre théorème : 


TaéorëMe IT. — S7 deux racines d’une équation irré- 
ductible de degré premier sont telles, que l’une puisse 
s'exprimer ralionnellement en fonction de l’autre, l’é- 
quation est soluble par radicaux, 


Cas où les quantités connues sont reelles. 


922. Si tous les coeflicients de f'et de 8 sont réels, on 
a un théorème remarquable, que Gauss a établi le pre- 
mier à l’égard des équations dont dépend la division du 
cercle en parties égales. 

Nous avons posé précédemment 


U, — (x HO TR GUAM ra Ou + 


- 


et nous avons établi que #, est une fonction symétrique 
des racines de l’équation f(x) —0 ; par conséquent v, est 
exprimable rationnellement par les coefficients de f'et de; 
et si ces quantités sont toutes réelles, y, ne contiendra 
d’autres imaginaires que celles de la racine &. En outre, 


pv" se déduit de #, en remplaçant « par l'expression con- 


: SAT S RTS NE : , F 
juguée “7 ; d’où il résulte que », et v,_, sont des quan 
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tités connues imaginaires etconjuguées. On pourra donc 
poser 


(x) 


Vip (cos + V “1 sinw), 
| Oui — p (cos — Ver I Sin w), 


Nous avons aussi, en général, 


bn M, 
(Vs) \/ Un — ns 


el, pour n = u — [, 


es 2. Fa ERsE 


(2) w pi Ve ui Apte 


ay1 est exprimable rationnellement par les coellicients 
de f et de 6, elle ne peut donc renfermer d’autres imagi- 
naires que celle qui se trouve dans &. Mais il est évident 
quea,_,ne change pas si l’on remplace & par &/7" qui 
est sa conjuguée ; donc 4,1 est réelle. 

Des équations (1)et (2) on déduit 


7. Le 


P Tr tt 


et, en désignant par & la valeur numérique de a 
m1? 


(ENT 


La première des équations (1) donne alors cette valeur 


pe 
de Vis 


dos PE cr 2 À T CR rs à 
Vos = Va (cos ? j Gig (FE sin 22), 
F F 


Al k lé L L , . Li L 
où k désigne un nombre entier, et l'expression des ra- 
cines æ, donnée par l'équation (8) du n° 521, prend 
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cette forme très-remarquable, 





I — + 24 —— 2 kr 
DR — À + Va (cos ° 4 1 ds /—1 sin EE 
| p p 
7 +2/x) +92kr 
in RARE ART) | cos ? (o “6 Med HU Hoi nE | 
pe Fe ; 
/ — 3(0+2/4 —— , 3 2. \ 
DT 1 Va a [cos e ie ACID si nr | 
p | 
: HR: 2 ‘ Alo+2kr) (o+9 kr 
fe ya) | cos DE tre. ÿ—1 sin ge nbr) 
Le { 
| | 
ET si np De € à te nivres 0 s . aa sense ar cd ae | 
où a, f, &: fis Li etc., sont des fonctions rationnelles de 
27T INT 
cos — et de sin —-: 


gr 
La formule précédente fera connaître les u racines de 
f(x) = 0, si l’on donne au nombre entier X les y valeurs 
0, 1,2, 3... U— 1. De là résulte le théorème suivant : 


Taéorime. — Pour résoudre l'équation proposée 
ANR OS IL Su! 

° De diviser la circonférence entière du cercle en p. 
parties égales; 2° de diviser ensuite un angle w qu’on 
peut construire en p. parties égales; 3° d'extraire la 
racine carrée d'une seule quantité à. 


Remarque. — Les coellicients de fet de @ étant tous 
réels, si une racine de f(x) — o est réelle, toutes les 
autres le sont aussi, puisque, si x désigne cette racine 
réelle, les autres racines sont 


Par conséquent, les racines de l'équation proposée sont 
toutes réelles, ou ioutes imaginaires. 
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Prenuère méthode particulière relative aux équations 
abéliennes dont le degré est un nombre composé. 


923. La méthode qui vient d’être exposée pour la réso- 
lution algébrique de l’équation abélienne de degré y, 


(x) ANNEE O; 


est applicable à tous les cas, que y soit premier ou non; 
mais, quand p est un nombre composé, on peut simpli- 
fier la solution en opérant comme nous allons l'indiquer. 

Soit m — mn. Les racines de l'équation (r) étant tou- 
jours 


2 Pi 
T;, GE xs nom 0 T , 


nous pourrons les partager en m groupes de la manière 
suivante : 


* Ur) 1m N—\ }m 
*, Gr, 102 p(stime 
Bx, Q+1 al Q2n+1 NE p(n—1)}m+1 CR 
Qn—i re Q?m—1 7, gim—1 5 PE re Qgam—1 FA 


ou, En posant 
me sorpannlrEhans uit 


et 
eu PIE 0, T; 


de la manière suivante : 


2 n—1| 
dit Lrs. D En ÉURR TR 
2 n—1\ 
( ) | Los 6, Ty Q° To , (3 VE , 
2 ( 
2 —1 
Tm 9 ÉTÉ 9° Ts: , g" Te 


En appliquant donc à l’équation (1) la méthode exposée 
au n° 519, on pourra la décomposer en m équations, 
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chacune du degré 7, qui auront respectivement pour 
racines Îles racines des divers groupes (2), et dont les 
coeflicients seront des fonctions rationnelles d’une mème 
racine d’une équation 


(5) Y(7)= 0 
de degré m. Soient 


Ji Prises Îm 


les m racines de l'équation (3), et 


(4) p(z, Yi) —0, PLUS Pair E Dis DU A MAN  0» 


les »2 équations qui ont respectivement pour racines les 
quantités du premier groupe (2), du deuxième, etc., du 
dernier. Je dis que, pour résoudre l'équation (r), il suflit 
de connaitre une racine y de l'équation (3), et ensuite 


une racine x de l'équation 
(5) pr, J)=0 


correspondante; car on aura, de cette manière, une pre- 
mière racine x de l'équation (1), et les autres seront 


2 1 
Dir, 0 Ar 00 DEN 


L'équation proposée (1) étant résoluble algébriquement, 
l'équation (3) l’est aussi; car y désigne une fonction ra- 
tionnelle de x. Mais je dis en outre que l’équation (3) 
jouit de la même propriété que l'équation (1), et que, par 
conséquent, on pourra lui appliquer la mème méthode 
de résolution. 

En effet, les racines de l’équation (1), renfermées dans 
le premier des groupes (2), sont 


(6) x, "x, Q?m Lens Gj(n—1)m T; 


et y désigne une fonction rationnelle et symétrique de ces 
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racines, C'est-à-dire une fonction rationnellé de x. Posons 





= F(x, 0e, Or. ., OU-Omz) —F(x), 





les m racines ÿ1,7,..., M de léquation (3) seront 


Fr FU) io EME AR PR 
et l’on aura 
F{0x)-= S (0x, 60"x, Ofmx, .., 00m). 


Par conséquent, F(0x) et F (x) sont des fonctions ra- 
tionnelles et symétriques des quantités (6), et l’on pourra 
exprimer rationnellement l’une par l’autre en appliquant 
la méthode des fonctions semblables rappelée au n° 519. 
Soit donc 
FLET) A TAT) eAT 


Te , 


y étant une fonction rationnelle de y, on aura 
F (8x) —1F (0@)==My, 
F ( x) en à F(6?x) = NT: 
F CT x) —# / [A ne #] 2 on Lu € 
et l’on voit que Îles m1 racines de l'équation (3) pourront 
être représentées par 
ETES ETUIS ME TBE 
À désignant une fonction rationnelle telle que 
de rs rondes 6 
FAP À : D] | e 
Quand léquation (3) sera résolue, y sera connue, et 
l’on pourra appliquer à l'équation (5) la méthode précé- 
Ï pp1q q P 
demment exposée, puisque ses z racines peuvent être re- 
présentées par 


ruû,æ, 167,594 0 00e 
On peut donc énoncer celte proposition ° 


St inn, la résolution de l'équation (1) est ramenée 
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à celle de deux équations des degrés m et n respective- 
ment, et qui ont la méme propriété que la proposée. 
Si nest Ini-même un nombre composé m7, on ra- 
mènera, de la même manière, la résolution de l'équa: 
tion {5) à celle d’une équation en z 


(7) Perf) 0 
de degré m1, et à celle d’une équation en x de degré n, 


(8) (4,098 2} "0. 


\ 


Dans l'équation (5), y fait partie des quantités con- 
nues, et dans l'équation (8) il en est de même de y et 
de z, et, généralement, on a ce théorème : 


PaéorÈMe. — Su mim,.sim,, la résolution de 
l'équation (1) peut étre ramenée à celle de n équations 
des degrés 

Mis aseet olins 
respectivement, et il suffit méme de connaître une racine 
de chacune de ces équations, lesquelles ont toutes la 
méme propriété que l'équation proposée. 


Cororzaime I. — Si, en décomposant p. en facteurs 
premiers, on & 
P. P, le, 
SRE GOUT £&. 
i { 9 


la résolution de l'équation proposée de degré p se ra- 
mènera à celle de p, équations du degré &;, de P2 équa- 
tions du degré t,,..., de p, équations du degré è 
Corozrarme ÎI. — foute équation de degré »#, dont 
les racines peuvent étre représentées par 
Li UDTs LED Elu 


peut étre résolue à l’aide de p extractions de racines 
CaITées, 
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524. Exempze. — Sûpposons u = 30, les racines de 
l'équation 
(1) AE D 
seront 


es 0 tn 0er ir: 
Comme 30 — 2 >< 15, on prendra pour y une fonction 
rationnelle et symétrique des quinze racines 

PF, Ori, LE MON 
y dépendra d’une équation du deuxième degré 
(2) " DPRAAMESR ES10) 
dont les coefficients seront exprimables rationnellement 
par ceux de la proposée; on pourrait former ensuite 
l'équation du quinzième degré ayant pour racines x, 


x... 982%, mais il est inutile de faire ce calcul: re- 
présentons, comme précédemment, par 


o(ær, Y)— 0 
cetle équation, où y est une quantité connue. Comme 


15 — 3 X 9, on prendra pour : une fonction rationnelle 
et symétrique des cinq racines 


RAT, JOEL CS EE 
as ’ ) ’ . . .. 72 
Z dépendra d’une équation du troisième degré 
(3) z +Cz +Dz+E—o, 
L] 


dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de y 
et des autres quantités connues; enfin on formera l’é- 
quation 


(4) a + Fat + Ga + Ha? +Kz+L—o, 
qui a pour racines 


Ts JU) TL NE MU. 
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et dont les coefficients seront des fonctions rationnelles 
de y ét de z. Ainsi, pour résoudre l'équation (1), il suffira 
de déterminer une racine de l’équation (2), puis une 
racine de l’équation (3), puis enfin une racine de l’équa- 
tion (4). 

Deuxième méthode. 


925. Revenons au cas général, et supposons 


Le == IN, No, . M, 


Désignons par n,, n:,...,n, les quotients respectifs de ue 


E — ARNO AL EL IRNOE= mr, LP 


?” , A 9, BAS 
Cela posé, on peut, d’après ce qui précède, ramener la 
résolution de l’équation 


f(z)=0 
à celle de deux équations, des w manières suivantes : 


(TZ, Y1) —0 ayant pour racines x, "ix, Omzxr,..., 

QOa—1)m x, et dont les coefficients sont des fonctions ra- 
(1) tionnelles d’une racine y, d’une équation 4(y,) —o de 

degré 77, ; 

g2 (x, Ya) — O ayant pour racines x, 0"1x, Ox,..,, 
(2) Qt), et dont les coefficients sont des fonctions ra- 


tionnelles d’une racine y, d’une équation +; (72) — 0 de 
degré m:; 


° m 2m 
Pa (T a = 0,ayant pourräcines &,50%7 2.0: met 


É po" +, et dont les coefficients sont des fonctions ra- 
ionnelles d’une racine y,, d’une équation ÿ,, (7,)— 0 de 
| degré m°. 
Il. où 
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Supposons maintenant Que #7, M»,..., M, SOient premiers 


entre eux, les équations 
Ex , LE ira 
(rt J)T0, pr r)=0,..., p(MY,)=0 


n'auront que la seule racine x commune; donc on pourra 
exprimer æx rationnellement par les cocflicients de ces 
équations, et, par conséquent, en fonction rationnelle 
de Yi, Ya5-.., y, Ces dernières quantités étant con- 
nues, on aura ainsi l’une des racines de l'équation (1), 
et l’on en conclura ensuite toutes les autres. 

La résolution de l'équation (1) est donc ramenée à 
la recherche d’une racine de chacune des équations 


dei) 0; bafra) 0 us, Ya (Yo) = 0 


qui sont respectivement des degrés m1, 212,...,1m,. Eu 


outre, ces équations ont la même propriété que la pro- 
posée, ainsi que nous l'avons établi précédemment; on 
pourra donc leur appliquer la même méthode. Si l’on veut 
que ces équations soient les moins élevées possibles, et si, 
en décomposant y en facteurs premiers, on a 


U — “ Énie De cles, 
il faudra prendre 


Mi == el ns pelle ebes hs b em = eu, 
Quant à la résolution de chacune des équations 
v(Y)=0 


de degré :?, elle se ramèue à celle de p équations de 
degré €, ainsi que nous l’avons démontré. 


Qt 
4 
QT 
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Des équations irréductibles dont deux racines x et x’ 
1, . . , , / ax D b \ 
sont liées par la relation linéaire x! = -———;; où 

a! x + b 


a, b, a', b' sont des constantes données. 


526. Soit 
(1) Awh=50 


une équation irréductible, et supposons qu'entre deux 
racines x et x' on ait la relation 


© 
| 
| 
|S 
| 
| 
a 
à 


où @, b, à, b' sônt des constantes données. Les quan- 
tités comprises dans la série indéfinie 
HAVE) Cox m0 TRE, 


doivent être racines de l’équation (1), et nous savons que 
l’une des fonctions 0x, 6°x, etc., est égale à x. Suppo- 
sons 


(3) 0 x — x. 


Cette équation aura lieu identiquement, si l’on suppose 
que à, b, a’, b' soient commensurables, ou, du moins, 
que ce soient des fonctions rationnelles des quantités 
regardées comme connues, et dont dépendent ration- 
nellement les coefficients de l'équation proposée. Par 
conséquent, on aura ces formules obtenues au n° 451 


ah à 74 
(4) 


NE | \TT 
| 4) DU COS — + I 
14 Le 


D + u 
où À désigne un nombre entier premier avec y. 


33. 
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Dans le cas de — 2, la condition (3) exige seule- 
ment que l’on ait 
a +"b!— 0, 
ailleur rd 
on peut d’ailleurs supposer dans ce cas 


ab! — ba'— 1, 
et alors on a 
b' — — dy 


(5) b jet CRE 





a! 


Le degré de l’équation (1) étant désigné par #p et les 
1. racines élant représentées par 
‘ 0x, BAM. à OETier, 


. 1 
sc GP AIO 0 LE Pat À 


es. 00 1e 00 0 0e HO Qi he | 


be 0 2385 8 00 re Mist oc MÉTNÈQUES 
si l'on pose 
(6) zx +0 HO x y, 
y dépendra d’une équation 
(7) F(r)= 0 


de degré n, et dont les coeflicients seront des fonctions 
rationnelles des quantités connues de l'équation (1) et de 
la fonction 0. L’équation (7) peut n'être pas résoluble 
algébriquement, mais les quantités 


2 1 ont 
Lt e0 T0 0, UE 


dépendent d’une équation de degré y dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles de y, et qui est, comme 
nous savons, résoluble, Dans le cas qui nous occupe, cette 


SECTION V. — CHAPITRE III. D17 
dernière équation n’est autre que l'équation (6), et l’on 
voit, en conséquence, que l'équation proposée (1) doit 
résulter de l'élimination de y entre les deux équations (6) 
et (7); la seconde équation peut être considérée comme 
ayant pour premier membre un polynôme irréductible 
quelconque de degré n. 

En d’autres termes, les équations que nous étudions 
peuvent être obtenues en multipliant un certain nombre 
d'équations de la forme 


z+0x+Pr+.., +0 x — y —o, 
z+0rx+ Pr +... HO x — y, —=o, 


x + 0x4 x +... +0 x — y; = 0, 


.. sd iepele GPriths mie el del s 
x + 07 + Ex +... HO Tx— 7, —=0o, 


OÙ Y,Y13 Vases es Yn_1 désignent les z racines d’une équa- 
on irréductible dont les coefficients sont des quantités 
entièrement arbitraires. 

Il est évident qu’à l’équation (6) on peut substituer la 


suivante : 
D QUO DC N0r D Tr te 


Des équations trréductlibles à coefficients numériques 
dont plusieurs racines se développent en des fractions 
continues terminées par les mêmes quotients. 


527. Nous avons fait connaître au n° 26 la forme des 
équations du deuxième degré dont Îles racines se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par Îles 
mêmes quotients, et nous avons résolu ensuite (n° 500) la 
même question à l'égard des équations du troisième degré. 
Les considérations que nous avons développées précé- 
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demment nous permettent de résoudre le problème plus 
général dont voici l'énoncé : 

Quelles sont les équations irréductibles jouissant de 
la propriété que si l’on développe leurs racines réelles 
en fractions continues, par la méthode de Lagrange, 
deux ou plusieurs de ces fractions continues soient ter- 
minées par les mêmes quotients ? 


Pour que deux racines x'et x d’une équation se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mêmes quotients, il faut et il suffit (n° 16) que l’on ait 

k ax + b 9 
EE — 7 ri 
a x ER b' . ? 
a, b, a’, b' étant des entiers positifs ou négatifs liés par 


la relation 
ab — ba = 1; 


en outre, pour que x et Üx puissent représenter deux ra- 
cines d’une équation irréductible, il faut qu’on puisse 
assigner un nombre entier p, tel qu'on ait identiquement 


bre Æ ; 


si u est > 2, cela exige, comme nous l’avons vu, qu’on 


ait 
Àr 
D (a — 2 cos 2 , 
\ F ; 
ÀT 
a?— 924 COS — LT 
AM be 
Des A OUEN ACC Errenl. 


a 


À étant un nombre entier premier avec p., et, dans le cas 
de Hé 2 00 
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Or, puisque a, b, a, D sont des nombres entiers, 


Àr a J ; $ 
2 cos — doit être un nombre entier, ce qui ne peut arriver 
FH 


que si p est égal à 3, le cas de p — 2 étant réservé, On 
voit par là que la propriété que nous étudions ne peut se 
rencontrer que chez les équations irréductibles dont le 
degré a la forme 2 7 ou la forme 37. Nous examinerons 
successivement ces deux classes d'équations. 

Si l’on suppose u = 2, on a 


der ie 
ATX — ——— 
a 
0x UE EE V1 | 
ad t— a 
et N 
CREER 


a désigne un nombre entier quelconque, et a’ un diviseur 
de a +1. Si l’on prend pour F (7) un polynôme irré- 
ductible quelconque de degré 7, et qu'on élimine y entre 
les deux équations 


z+02=7, F(r)—o, 
OU 





a Eva ï 
s—ys+ (D , }=», POVTIEN: 


on aura la forme générale des équations de degré 2 n jouis- 
sant de cette propriété, que les 27 racines se partageront 
en 2 groupes tels que, dans chaque groupe de deux ra- 
cines réelles, les fractions continues qui représentent ces 
racines seront terminées par les mêmes quotients. 

Cette proposition peut être énoncée d’une autre ma- 
nière : | 

Soient a un nombre entier quelconque, a' un diviseur 
quelconque de a+ 1, y une quantité réelle quelconque 
commensurable ou incommensurable ; les deux racines 
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de l'équation 





a a? 1 
SALE )=0 
a a 


2 A à 


se développeront en des fractions continues terminées 
par les mêmes quotients, ce qui s'accorde avec le résultat 
obtenu au n° 26. 


Supposons maintenant u = 3 ; on aura, en faisant À — 2 
(le cas de À — 71 est identique à celui de À= 2, on passe 
de l’un à l’autre en changeant les signes de a et a’), 





a +a+i 
CL —> 
’ a 
PAR ER 
u'x—{(a +1) 
a +a+i 
(He VE TEE Pal 
3 a 
QE = —— ; 
UT = A 
ER SUR 


a est un nombre entier quelconque, et a/ un diviseur de 
a+ a +1. Quelle que soit l’irrationnelle x, les frac- 
tions continues dans lesquelles se développent 


2 
æ; 19, x 


se termineront pas les mêmes quotients. Si donc F(7y) 


désigne un polynôme irréductible quelconque de degré », 
et qu'on élimine y entre les équations 


TUNER ete Eriee 
ou 
spe+ [le ete nr, 
«a a? 


\ 


ner (2a +1) | 


— 


a a'3 


— O, 


LES Fa 
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on obtiendra l'expression générale des équations de de- 
gré 3n qui jouissent de la propriété, que les 37 racines 
se partageront en 7 groupes tels que, dans chaque groupe 
de trois racines réelles, les fractions continues dans les- 
quelles se développent ces racines seront terminées par 
les mêmes quotients. 

On voit, en particulier, que les équations du troisième 
degré qui ont cette propriété sont comprises dans la forme 
générale suivante : 





2" il 


"(2a +a 3(a?+a<+i 
mp2 + || _; LE ARE [x 





*a'! a”? 


u [EN - ERA fee, 


où a désigne un entier quelconque, a’ un diviseur quel- 
conque de a+ a +1, et y une quantité quelconque, 
commensurable ou incommensurable. Ce résultat s’ac- 
corde avec celui que nous avons obtenu au n° 500. 


928. Les équations du troisième degré qui proviennent 
de la division du cercle en sept ou en neuf parties égales, 
celle du quatrième degré qui provient de la division en 
quinze parties égales, jouissent de la propriété remar- 
quable qu'on vient d'étudier. 

La division du cercle en sept parties égales conduit à 
l'équation 

ADN AP DE EN TE 10$ 


et si l’on représente par x la racine positive, par — x; 
et — x, les deux racines négatives, on a 


I 
I Ad 


T'; PTE 





I 
la 2H — 
“2 


la racine x est comprise entre 1 ét 2, on aura, par con- 
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séquent, des résultats de cette forme : 





La division du cercle en neuf parties égales conduit à 
l'équation 
X— 3x +I1—O. 
Si l’on désigne par — x la racine négative, laquelle est 
comprise entre —1 et — 2, par x, et x, les deux racines 
positives, on a 
I 
L'ET 





I 
Lie 3 L—=I+—-)» 
L 


ce qui conduit aux mêmes résultats que le cas précédent. 
Enfin, l'équation du quatrième degré dont dépend la 
division du cercle en quinze parties égales, est 


ai— 2 — hr + Ar +i—=o. 


Si x et x, désignent les deux racines positives, — x’ et 
(4 r . 
— x", les deux négatives, on a 








x! 4,9 
44 Be 7 4 1! ER 
ZX HI 1.2 
x! +2 Ù 
AN | A | ee tp Q 
6 END (oo À 1+x, 


Des deux quantités x’ et x° l’une est comprise entre o 
et 1, l’autre entre r et 2; on aura donc des résultats de 
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cette forme : 











1 I I 
Vin Ge) ne ———— 
I T 
Der Per 
ba. [ 
; LE 
? 6 +... 
9% 
1 J 
CET fonc) le oil gras Lil +- 
À I ï 
D Pr: ner x tte 
6 +.. ; I 
; L + 





L’équation que nous considérons résulte de l’élimination 
de y entre 





Des équations dont toutes les racines sont exprimables 
rationnellement par l’une d’entre elles. 


529. Nous avons étudié précédemment un cas étendu 
des équations dont les racines sont toutes exprimables 
rationnellement par l’une d’entre elles ; savoir le cas où, 
l'équation proposée étant du degré y, les racines peuvent 
être représentées par 


2 


— ] 
ty 02 03% AR 0" : 
alors ces racines sont exprimables par des radicaux. 

Il existe un autre cas de résolubilité; Abel a effecuve- 


ment démontré le théorème suivant : 


Tuéorime. — Soit y (x) = 0 une équation algébrique 
quelconque, dont toutes les racines peuvent étre expri- 
mées rationnellement par l’une d’entre elles que nous 
désignerons par x. Soient 6x et 0,x deux autres racines 
quelconques, l'équation proposée sera résoluble algé- 
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briquement si l'on a 


VONT == 0,07, 
En effet, si l'équation proposée 
(1) x(æ) = 0 
n'est pas irréductible, soit 
(2) f(x)=0 


l'équation irréductible de degré x dont dépend la ra- 
cine x, le polynôme f(x) sera un diviseur rationnel 
deiy (x) 

Soit 9 x une racine de l'équation (2), autre que x; les 
racines de cette équation pourront être représentées par 


FA LÉ no AC ASS Dent] mette 
Tn—1 9 (AREAS OC AI A 0" LE An 15 
on aura 
pe — nn, 


et si l'on représente par . 
(3) 2 + AU at AG) m2 | RAGE) AM) 210 
Féquation qui a pour racines 

ms 02 Cite tp Ty 


les coefficients Al), A(?%),.,., A) sont, comme on l’a 
vu, exprimables rationnellement en fonction d’une quan- 
tité y qui dépend d’une équation de degré m, 


(4) y" a be PTE + PC) PTE HURNE pt) y + pin) — 0, 


dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des 
quantités connues. 
Cette équation (4) est irréductible, car si le contraire 
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avait lieu, y serait racine d’une équation irréductible 
(5) p(7)— 0 


d'un degré m/ inférieur à m, et l'élimination de y entre 
les équations (3) et (5) conduirait à une équation 


VAAEES0 


de degré m'n<u; ce qui est impossible, car l’équa- 
tion (2) du degré w est, par hypothèse, irréductible. 

Cela posé, la résolution de l'équation (2) est ramenée 
à celle des équations (3) et (4) ; nous savons que l’équa- 
tion (3) est résoluble, et nous allons démontrer que l'équa- 
tion (4) possède la même propriété que l'équation (2). 

La quantité y est une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconqué des racines x, 0x,...,0"-1x, et si l’on 
désigne par 

Jo Vis Pisces Jon 


les m racines de l'équation (4), on pourra poser 


RUE DPF ANR OI), 
4 9 2. 
D ARE ba eat oier ss 9 Elite 
Gif # 
Im d (T1 5 Dtnsrge ne.) 07 tas) 


ÿ désignant une fonction symétrique et rationnelle. D’ail- 


leurs x, %:,...,%,_1 sont, par hypothèse, des fonctions 
rauonnelles de la racine x; si donc on fait 


CEA Lys 0 Mise, 9  Zmi = fneiLs 


on aura, pour les valeurs 1, 2,...,m —1 de l'indice à, 


A 


DS (0:20 008 QUI 0 2 0; ge 


Enfin, d’après l'énoncé du théorème, les fonctions 0 et 0; 
sont telles, que l’on a 


00; x 25100; 
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il en résulte 
Bi O;x — 010,02 — Qi—20, Ex —,..— 0; dx, 
et, en conséquence, on peut écrire, 
vi (dix, 00%, 0:02x,..., 0:01), 
ce qui montre que y, est une fonction rationnelle et symé- 
trique des racines 
DES OT OT PAT NNREETE 
On peut conclure de à (n° 519) que ÿ1, Y23: + +: Jus 
sont exprimables en fonction rationnelle de y. 


Soient maintenant À y et À,y deux racines quelconques 
de l'équation (4) autres que y, on pourra poser 





(6) 1 LES. F(0;x) 9 
QE PAIN 
et il en résultera 
XF(æ)=F(0; La 
F(x) = F(8;2 . 


Or x étant racine d'une équation irréductible, les équa- 
tions précédentes subsisteront si l’on remplace x par 6;x 
dans la première, et par @;:x dans la seconde ; on aura 
donc 

dEbixle Fetomle 

RAC AE NOUEAE 
d’où 

1F (9;x) AE (6;x)s 
puisque 0,0;,x —0,0;,x. Les équations (6) permettent de 
donner à la formule précédente la forme 


y per 2 h; À Vs 


d’où il suit que l'équation (4) a bien la même propriété 
que l'équation (1). 
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On pourra donc, en continuant d'appliquer le même 
procédé, ramener la résolution de l'équation proposée à 
celle de plusieurs équations qui seront toutes résolubles 
algébriquement, et dont les degrés auront pour produit 
le degré de l'équation (2). 


CorozzarEe. — Si l'équation f (x) = o a la propriété 
contenue dans l'énoncé du théorème précédent, et que 
soh degré u étant décomposé en facteurs premiers, on 
ait 


la ré.olution de f(x) —o peut étre ramencée à celle 
de p, équations du degré &,, de p, équations du degré 
€»,..., de p,, équations du degré €, et toutes ces équa- 
tions dont les coeficients sont rationnels, sont résolubles 
algébriquement. 


Resolution algébrique des équations bindmes. 


530, L'’équation binôme 
(1) #4 — À — 0, 
se réduit à 
(2) A A 0, 


si l’on pose z = x VA, et nous avons vu dans le Chapitre V 
de la Section I que la recherche des racines de l’équa- 
tion (2), dans le cas où m2 est un nombre composé, se ra- 
mène à la résolution d'équations binômes de degrés pre- 
miers. 

Supposons donc que l’exposant m soit un nombre pre- 
mier ; l'équation (2) admet la racine 1, et en supprimant 
cette racine, on obtient l'équation 


(3) ga! Rs x—2 me x" ht x? LEE 0, 
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qui est irréductible, ainsi que nous l'avons établi au 
n° 410. 

L'équation (3) appartient à la classe des équations que 
nous avons nommées abéliennes, et ses racines peuvent 
en conséquence s'exprimer par des fonctions algébriques 
dans lesquelles les radicaux ont pour indices les facteurs 
premiers de m—1. Effectivement, si r est une racine 
de l'équation (3), cette équation aura pour racines 


CONS AIT ARTE. TUE Pi 
on a d’ailleurs, 


am —— 
TES, 


et si l’on désigne par & une racine primitive pour le 
nombre premier m, les puissances 


0 Î 2 3 m—2 
BR NAME SOS NE 4e 


seront respectivement congrues, suivant le module #7, e 
abstraction faite de l’ordre, aux nombres 


I, 2 9 JE M —1; 


donc les racines de l'équation (3) peuvent ètre repré- 
sentées par 


(4) PsoT 18, ne. .…) Tige 


en sorte que chacune d'elles s'obtient en élevant la précé- 
dente à la puissance a ; et la mème chose a lieu encore, à 


cause de 
a l= 1 (mod. ”), 


si l’on range en cercle ces m racines et que l’on considère 
successivement chacune d’elles comme étant la première. 
D’après cela, si x désigne l’une quelconque des ra- 
. ÿ | 
cines (4), et que l’on fasse 


vie Os 
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les 2 — 1 racines dont il s’agit seront représentées par 


MS HUE TS mu 0 T2, 
et l’on aura 


1e À bent fs 


C’est sur cette propriété que Gauss a fondé sa méthode 
pour la résolution de l'équation (3), méthode qu'Abel a 
généralisée ensuite comme nous l’avons expliqué, 

On peut appliquer à l'équation (2) la méthode du 
n° 520, et on a ainsi l'expression des racines, savoir : 


MI —— Mr — DT 


— À + VE ee ON Ds FEV Un 40 
HA D 


TEE 


dans laquelle »,, #,,..., v,_, ne contiennent d’autres 
irrationnelles que les racines de l’équation 


x"! — 1 F 


Mais comme m — 1 est un nombre composé, on obtiendra 
une solution plus simple en faisant usage des méthodes 
exposées aux n°% 923 et 25. 

Enfin comme l'équation (3) appartient à la classe des 
équations réciproques, on peut commencer par lui appli- 
quer la méthode d’abaissement qui se rapporte à ces équa- 


m — I 
dont 
LA 





tions ; on obtient alors une équation du degré 


toutes les racines sont réelles et qui conserve le carac- 


tère d’équation abélienne ; c’est ce que nous allons déve- 
lopper présentement. | 


Résolution algébrique des équations dont dépend la 
division de la circonférence du cercle en un nombre 
premier de parties égales. 


991. Le problème de la division du cercle en un nom- 


bre m quelconque de parties égales se ramène à la résolu- 
IL. 34 


530 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE, 
tion de l'équation binôme 
(1) =] 0; 
car, si l'on fait 
bi Mit 


4 == TN | 
m , 


on obtiendra les m racines de l'équation précédente, en 
donnant à À les m valeurs 

D, 2» da: #t(M == 1) 
dans la formule 

3 == COS Àa + ver sin a ; 


on connaîtra donc coska et sinka lorsque l’équation 
binôme (1) sera résolue algébriquement. 

Sim est un nombre impair 24 +1, il vient, en divi- 
sant l’équation (1) par z—1, et en posant ensuite 


: Ï 
3h 5 de 


Z 
al” RS Up — (pu — 1) at (pe — 2)æt 
2 sr Le ts en AN (TRES ae. 
(2) De RTS) are, (un SMerr4) ms ne 





1.2 1.2 


C'est de cette équation (2) que dépend directement la 
division du cercle en 24 + 1 parties égales, Ses u racines 
sont représentées par la formule 

2, k 


T 
LI COS ——— —= 2 COS#A, 
2 +1 





dans laquelle on doit donner à À less valeurs 


+ 


ou des valeurs qui ne différent de celles-là que par des 
multiples de 2u + 1. 


SECTION V. — CHAPITRE ITF. 531 
Nous venons de rappeler que si mou 2m +1 est un 
nombre composé, la résolution de l’équation (1) se ra- 
mène à la résolution d’autres équations de la même forme, 
et qui ont pour degrés respectifs les nombres premiers où 
les puissances de nombres premiers qui divisent m. Dès 
lors, la même chose peut se dire de l'équation (2), et on 
peut se borner à considérer le cas où m = 24 +1 estun 
nombre premier ou une puissance d’un nombre premier. 
Lorsque m est premier, la division de la circonférence 
en m parties égales exige seulement ]a résolution de plu- 
sieurs équations qui ont respectivement pour degrés les 
facteurs premiers égaux ou inégaux dans lesquels se dé- 
compose le nombre m — 1. Mais, lorsque m est une puis- 
sance p° d’un nombre premier p, la division de la circon- 
férence en m parties égales exige d’abord la division en 
p parties égales, et, en outre, la résolution de £ — 1 équa- 
tions de degré p. Chacune de ces i— 1 équations de de- 
gré p est résoluble algébriquement ; cela résulte soit de la 
formule de Moivre, soit des considérations développées 
dans la Section I. 
Il faut d’ailleurs remarquer que, quel que soit y, 
l'équation (2) appartient à la classe des équations dont 
nous nous sommes occupé au n° 929. Car si l’on fait 


te 2'cosa,, 0x = 2cosia fr 2 F6}; 
on a évidemment 
08, z —0,;4x==12 cos ia. 
532. Supposons 2u + 1 premier, et soit 7: une racine 
primitive pour ce nombre premier ; je dis que les 4 racines 


de l’équation (2) seront 


LA 
(3)  %cosæ, 2cosn4, 2co5n a;..., 2c0os% a. 


34. 
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Il est évident que chacune de ces y: quantités satisfait à 
Péquation (2); il suffit donc de démontrer qu'elles sont 
toutes distinctes. Supposons, s’il est possible, que deux 
de ces quantités soient égales, et que l’on ait 


2 cos Pia =°2 cos ra. 
pet q étant <{ u; on aura 


nana sit, 


2T 


2h +1 


À désignant un nombre entier. Mais a — » donc 


nt(nFr1E 1) 


21 + A 
est un nombre entier; d’ailleurs 24 + 1 est un nombre 
premier, et z est inférieur à 24 +1; il s'ensuit que 
2p +1 divise l’un des deux nombres #/711 ou nP-1—1, 
par conséquent il divise le produit 


NPD = 


de ces deux nombres; or cela est impossible, car 2p — 2 q 
est <T 24, et n désigne une racine primitive de 2u + x. 
Donc les quantités (3} sont bien toutes les racines de 
l'équation (2). 

Si maintenant on fait 


T't2COS AS PROM— 2 COS 74, 
on aura 


y=1 ri 
0" x — 02 cosn!" a, 


GPL TI COS AUS VC SOUS Tes 
et les racines de l'équation (2) seront représentées par 


5 2 Bi : 
L, ox, Er 0 T ; 


(72 2 Q . AC 
on a, en outre, Ÿ XX; car 2 élant une racine primitive 
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dé 2u+1r,ona HPrOoNT (mod. ou +1); enfin 0x est 
une fonction rationnelle de x, car cosnza est exprimable 
rationnellement en fonction de cos. On voit done que 
Péquation (2) est comprise dans la classe des équations 
abéliennes, et l’on pourra la résoudre par les méthodes 
que nous avons exposées. 


Ici, la fonction rationnelle 0x a pour valeur(n° 109) 


Or = at — nat? + D Emo a PL se et a (Re 4) (x —5) 
Fi 17280 


À M Le CS PR 
En appliquant à l'équation ( 2) les théorèmes des n°° 522 
et 523, on obtient les énoncés suivants : 


O , us 2 4 . L a : È ) à 
19 Su—mim...m,, on peut diviser la circonfé- 
rence entière du cercle en 214 +1 parties égales à l'aide 
de w équations des degrés m;,m:,...,m, respectivement. 


Si les nombres m;,ma,..., m, sont pr'emiers entre eux, 


les coefficients de ces équations seront des nombres 
rationnels. 


2° Siu— 2", on pourra diviser la circonférence du 
cercle en 2u +1 parties égales, à l’aide de & racines 
carrées. En d’autres termes, si 2u + 1 est un nombre 


premier, et p— 2°, on pourra diviser la circonférence 
du cercle en 2: +1 parties égales, avec la règle et le 


compus. 


3° Pour diviser la circonférence du cercle en 2u +1 
parties égales, il suffit de diviser la circonférence entière 
en 24. parties égales, de diviser un arc, qu'on peut con- 
struire ensuite en 2p parties égales, et d’extraire la 
racine carrée d’une seule quantité. 


, : } L s : 
39, Le dernier théorème est dû à Gauss. Cet illustre. 
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géomètre a prouvé, en outre, que la quantité dont il faut 
extraire la racine carrée est simplement le nombre entier 
2 +1. Voici comment Abel le démontre, 

Cette quantité, que nous désignerons par p, est (n° 522) 
la valeur numérique du produit 


+ 


(eo0x et 0x. al" 8" x) (Eee Qx+at bæ-t.….a0 x), 


où 
DUT — AT 
œ = COS — + V — I SIN — > 
: On a donc 


BI 


—1 
+p—{ (cosa + à COS72A + «° cos n°? a +... + @" 7 cos nr!” a) 


L—1 L—2 1 
X (cosa + a! COS na + x!” COS 7° a +... + à COS 2! a). 


En développant ce produit, on obtient un résultat de la 
forme 


Le] 


Lette hi et de El " 


et l’on trouve facilement 


1m el 
im = (cos a cos 7° a + cos na cos 7"T1 4 +,,,—+ COS 7 a cos n° a) 


Hem 


mt Lier) 
ATLE (cos n° a cos a + cos A COSNA +,..+ COSR a COS 2"! a) : 


Au moyen de la formule 


I 1 
cos 2? a cos n"+P a — — cos (n"*+P a + n° a) + —cos(n"+*Pa — np a), 
5) 2 


on donnera à £,, la forme 


ÉLRET (a+ r)na+cos(n"+i)n'a+.. ] 
im = 2 
Ë cos(2"+ 12" "a 


Cars 


cos(2"—1)a+cos(n"—1)2a+Cos(7"—1)n'a+ ... 
” b 
IL : 


+cos (27— 1 


SECTION V. — CHAPITRE III. 535 
ou, en faisant 


(rm +r)a—=a, (n"—1)a —a", 


=: ; 
im —= 20C0sa + 02cosa +02cosa +...+0" 2cosa! 


— | 
+ 2 cosa” + 02 cos a” +- 022 cosa” +...+0" "2 0cosa”. 


Cela posé, supposons d’abord que m ne soit pas nul: 
2cosa' et 2cosa/” sont des racines de l'équation (2), 
donc 


d 
2cosa 0 x et 2co$a” —0 x, 


et l’on a, en conséquence, 


AE: (9° > + 6°» SO ME EE DOS er Ne 


21 5e A a ME RUE: LEA 8 Ê a FO RP ERNE TONI SEE 9 
ou 


ta = 2 (x + 0x + a+. +8 x); 


d’où il résulte que t,, est double de la somme des racines 
de l'équation (2), laquelle est égale à — 1; on a donc 
En = 


Supposons maintenant 7 — 0, On aura 


A 
DEA 2 (cos 24 + cos ana + cos 27°a +... c0527/ a) Ca mu 212. 


Or 2 cos 24 est racine de l’équation (2); donc, en faisant 


û 
2co$s24 = 0 x, 
on aura 
N LA. ni 
D 0 eme ER Ahead. ælhou 


et, par conséquent, 
lo es 2. nuls 


D’après cela, la valeur de Æ p sera 


pour (x parts, .-haËT) 


+ 
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D'ailleurs 


MH ut di, 
donc 
Ép—2p+I. 


Ce qu’il fallait démontrer. 


Division de la circonférence en dix-sept parties égales, 
534, Si l’on fait ou+1i—17ouu—8,léquation (2) 

du numéro précédent devient 

(1) LS + xl — 7 26 — Gr + 10æ— 102 —10%x —/{r+1—0, 


et ses racines, comprises dans la formule 





2 A T 
LT 200$ , 
17 
peuvent être représentées par 
(2) T0, DT, 00 QT SDS Er 


La plus petite racine primitive de 17 est 3 (n° 316), 
et les résidus par rapport à 17 des puissances 
Sn g  EO 
sont 
150; 70:210 41000) M0 DE 


si donc on pose, pour abréger, 


27 
AZ — , 
17 
les quantités (2) seront 
2 COSa, 2C0$34a, 2C0$Q4, 2COS 104, 


2C05 194,2 cos Da, Ni2 cos 1)G PS COS TR. 
ou, à cause de cos (17 — m)a — cosa, 


2C0$4, 2C053a, 200584, 2cos7a, 


2cos4a, 2c055a, 2cos2a, 2cos64a. 
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Pour appliquer la méthode générale, il faut commencer 
par calculer une fonction rationnelle et symétrique y des 
quantités 


2C0$4, 200884, 2C0SÂa, ?C0S24. 
Posons donc 
Y=20c0$4a + 2C058 a + 2 Cos {a + 2 cos 24; 


y dépendra d’une équation du deuxième degré, dont les 
deux racines seront 


(3)  r —2cosa +2 cos 8a + 2 cos {a + 2 cos 24, 


(4) J1—=2cos3a + 2 cos7a + 2 cosÿa + 2 cosGa. 


Cette équation s'obtient bien facilement; car on a d’abord, 
par l'équation (r), 


(5) JEHN—=—1; 


ensuite, en multipliant y par y,, transformant les pro- 
duits de cosinus en sommes à l’aide des formules connues, 
et ayant égard à l'équation identique 


COS (17 — m) a — cos ma, 
on trouve 


Jr = 4(2cosa + 2 cos 2a + 2 cos 3a + 2 cos {a 
+ 2 co$5 a + 2 cos Ga + 2 cos 7 a + 2 cosB&), 


et, à cause de l'équation (1), 

(6) Ne 
L'équation en y sera donc 

(7) PIRE", 


et l’on peut considérer comme connues ses deux racines 


Ve Ysr 


Maintenant les quantités 


2C0$4, 2C0S04, 2C0$4a, 200524, 


Le 9, «“ u 
538 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


sont les racines d’une équation du quatrième degré dont 
les coefficients sont des fonctions rationnelles de y, et sur 
laquelle nous allons raisonner comme nous l’avons fait 
sur la proposée. Il faut, conformément à la méthode 
générale, chercher d’abord une fonction rationnelle et 
symétrique z des quantités 


2 C0$a, 2C0s4Âa. 


Posons donc 
2 —2C0$sa + 2c0S4Âa, 


l'équation en z sera du deuxième degré, et elle aura pour 
racines 


(8) z 92 Cco$sa +2cos44, 
(9) Z, — 2 COS8A + 2 C0S2a, 
On a d’abord 

(10) 3 +2 y} 


et en multipliant z par z,, on trouve, après avoir rem- 
placé les produits de cosinus par des sommes, 


23, — (2 cosa + 2c0s2a + 2 cos 3a + 2 cosÂ a 


+ 2c0s Da + 2c0$6a + 2cos7a +2cos84a), 


ou, puisque la somme des racines de l'équation (1) 
est —1, 


(11) CET 
l'équation en z sera donc 
(12) 2 — Yz—1—0O. 


Enfin il ne reste plus qu'à former l'équation du 
deuxième degré dont les racines sont 


2C0Sa, 2C0s4a, 


et dont les coeflicients peuvent s'exprimer en fonction ra- 
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tionnelle de y et de z. Mais on peut simplifier ici l’appli- 
cation de la méthode générale. 

Considérons l'équation du quatrième degré, dont les 
racines 
2C0S3a, 2C0574, 2cosba, 2 cosba 


ont pour somme Y:, et opérons comme nous l’avons fait à 
l'égard de l’équation qui a pour racines les quantités dont 
la somme est y. On formera une équation du deuxième 
degré ayant pour racines 


(13) u — 2 cos 3a + 2c055 4, 

(14) U, == 200$ a + 2cos6a, 

et, en opérant comme précédemment, on trouvera 
(15) U+u —=Y, 

(16) UU == 21 ; 

cette équation en u sera donc 

(17) —yYiu—1—= 0, 


en sorte que les quantités w et u, sont connues ainsi que 


Cela posé, faisons 
(18) %=atosa, 
(19) æÆ == 2 COS 44, 
on aura d'abord 
(20) LIU ER 
et ensuite 


xx, = 4 cos a cos4a = 2 cos3a + 2 cos ba 
ou 


(21) CTNENTE 
x et x, seront donc racines de l’équation 


(22) X'—1m+uU—O. 
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La résolution de l’équation (1) est ainsi ramenée à celle 
des équations du deuxième degré (7), (12), (17) et (22); 
le problème est donc résolu. Nous allons chercher main- 
tenant à déduire de l'analyse précédente une construction 
géométrique, pour effectuer la division de la circonfé- 
rence en dix-sept parties égales. 


C3 


Construction géométrique. 


535. Quand on se propose, dans la géométrie élémen- 
taire, d'inscrire dans un cercle les polygones réguliers de 
trois et de cinq côtés, on commence par inscrire ceux de 
six et de dix côtés. De même, nous commencerons ici par 
inscrire le polygone régulier de trente-quatre côtés, celui 
de dix-sept côtés s’en déduira immédiatement. 

Soit une demi-circonférence partagée en dix-sept pat- 
ties égales aux points 


a; b, dre ks 8 1, Lis NS GLS 05P547T; 


la corde ab sera le côté du polygone régulier inscrit de 








trente-quatre côtés, et les cordes ad, af, ah, aj, al, an, 
ap, diagonales de ce polygone, seront les côtés des poly- 
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gones réguliers étoiles de irente-quatre côtés que lon 
peut inscrire dans la circonférence. 

En prenant le rayon pour unité et en faisant, comme 
précédemment, 








2T 
(4 Mmes 9 
f 
on aura 
: Te 
ab — 25sin AE + 2 cOSÂ 4, 
. Te F 
ad—=2sm — = — 2c059 4, 
34 
MES ; 
af —=2$in — = +2c0$34, 
54 
; F 
ah — 2 sin qe 2 cos Ga, 
34 
k  EUT 
ASIN En 522 C0S 20, 
34 
A a 
a Etain EE 01 Cost; 
a à 
HTIT 
AE ES SET 2 COS: 
3 
… 15% à 
ap — 25N—— — — 2 COS04, 


Conservons toutes les notations du numéro précédent; 
les équations (3) et (4) nous donnent 


ÿ =an — ap + ab + à), 
N=af — al— ad — ah. 


On voit que y, est négatif, car af est al; par suite, 
y est positif, puisque yÿ; = — 1. Faisant donc y; — — y", 


les équations (5) et (6) deviennent 


Etes 
XRREENTE 
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Les équations (8) et (9) nous donnent 


z — an + ab, 


Ben DE A] s 
z, est négatif, car ap est >> aj, et zest positif. Les équa- 
tions (10) et (11) deviennent, en faisant z, = — z', 
RE Eh à 
Es 4 


Pareillement, les équations (13) et (14) donnent 


u — af — ad, 
uw — — al — ah; 
u, est donc négatif, et u positif. Faisant wi, = —u!, on 


aura, par les équations (15) et (16), 
! / 
u—u—7y", 
UE Ts; 
enfin les équations (18) et (19) donnent 
| TER, 
AP: 
en sorte que x et x, sont positifs, et les équations (20) 
et (21) conservent leur forme 
DAMES", 
TX = U. 
Le côté de notre polygone de trente-quatre côtés est x1, 
et, pour le construire, on voit qu'il suffit, 
1° De construire deux lignes y et y’ telles, que 
er À Es INC Er 
2° De construire quatre lignes z, 2’, u, u” telles, que 
‘aeett 


4 
Z2—d —=Y,; 72 


DRE COR EE } 


SECTION V, — CHAPITRE II. 543 


3° De construire deux lignes x et x, telles, que 


L'AANEEE)e ERMS TE à. 


Coxsrrucrion. — 1° En un point O d’une ligne indé- 





finie UV, élevons une perpendiculaire OA égale au rayon 
« ‘ , « LP MUR . I 

du cercle, c’est-à-dire égale à l'unité. Prenons OC — -, 
â 

puis, du point C comme centre, avec CA pour rayon, 


décrivons un cercle qui coupe en B et D la ligne UV; on 
aura 


I I A 
OBS x QD at ) 
car 
20D—20B—40C—1 et 20D%xX 20B—40A —4. 


2° Joignons AB, et du point B comme centre, avec OB 
pour rayon, décrivons une circonférence qui coupe en M 
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et P Ja ligne AB prolongée, on aura 


AMP: 78 
car 


Joignons pareillement AD, et du point D comme centre, 
avec OD pour rayon, décrivons une circonférence qui 
coupe en N et Q la ligne AD prolongée, on aura 


AN MAD EST. 
car 


A0 AN N0O=B O7 EL ANVAO AUS 


3° Rabattons AO en AE sur le prolongement de AD, 
décrivons sur NE, comme diamètre, un cercle qui coupe 


| v at AM 
AB en F; du point F comme centre, avec AI — —- pour 


rayon, décrivons un cercle qui coupe AD en G; et, enfin, 
du point G comme centre, avec ce mème rayon, décri- 
vons un cercle qui coupe AD en K et H, on aura 


Dre AR, hate: ATE 
Car 
AR HAL —-2GF ET AL AMESS 
et 


2 24 L ; 
AK.AH — AF — AN.AE — AN.AO — x. 
Le côté du polygone régulier de trente-quatre côtés inscrit 


dans le cercle dont le rayon est OA, est donc égal à AK. 


UF A 5 
Sur une proprièté remarquable de la fonction —, 
p étant un nombre premier. 


LA Q , | \ 
096. Soit p un nombre premier autre que 2, et posons 


Ke — ppt LE PO LE +, Jig HE 
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Désignons par a une racine primitive pour le nombre 
s P b 
premier p, et par r une racine de l'équation 


(1) RÉEL "0S 
les racines de l'équation (r) seront 


3 —1 
Z£, ra : 7e is, ral 


pue 2 


et l’on aura 
ai (mod.p) & 2, 
Si l’on fait 
Mi FE ra + ra" pat PR M, L parait, 
Vi = TH ro + rai At su palTt, 


les quantités y, et Ja (n° 523) seront les racines d’une 
équation du deuxième degré à coefficients commensu- 
rables, et l'équation (1) se décomposera en deux autres, 





RTC IL . 
chacune du degré ? » et dont les coefficients seront 


des fonctions rationnelles de y, ou de y,. Nous nous pro- 
posons ici d'étudier les détails de la décomposition dont 
il s’agit. 

Occupons-nous, en premier lieu, de former l'équation 
en Ÿ, qui à pour racines y, et y2. On a d’abord 
(2) MERE; 
Car ÿ1 +y2 exprime la somme de toutes les racines de 
l’équation (1). Ensuite, comme les fonctions symétriques 
de y, et de y, ne changent pas, quand on change r en r°, 


2 
ou en 7“ ,oueic.,ona 


I “ 
46 si ET Death rt. per DR, 


p —1 

r.) 
le signe D s'étendant à toutes les racines x de l'équa- 
tion (1). 


IT. 35 
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Or on a 


2 ñ —1\2 2 2 
(re Go à À octigtee Entre Lt ) — S'rottie 


le signe ù s'étendant ici à toutes les valeurs 1, 2, 3,.... 


PART 





des entiers m et n; si done on désigne par S (x) la 


somme des puissances p°”** des racines de l’équation (1), 
on aura 


2 


Tin 


ï 2m 2n\. 
nn Det (a —+ a- }5 
Va 


le signe > s'étend à toutes les valeurs 1, 2, 3,..., 


bb 





p—1 
2 
des entiers m et n, et il embrasse, en conséquence, 





Sir I 2 . . . . 
(=) termes. Comme a est une racine primitive de p, 


on a 
p—i 


a ? +1=0, (mod:p), 


et il ne saurait y avoir aucune puissance de a d'un degré 


de a Con mr 
inférieur à P 





congTrue 4 — 1 suivant le module P: 


PA] 


D'après cela, si p est de la forme 41 + 1, la somme 





an + a" 
o e. . P ES L A] 
ne sera divisible par p que pour les 21 — systèmes 
suivants de valeurs simultanées de m et n : 
ME 1: 2 CEE NUE + To À HO RU 


si p est de la forme 41+ 3, aucune des valeurs que 
prend la somme 

a?" + a?! 
n'est divisible par p. 
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La somme S (u) est égale à p —1 ou à — 1 (n° 106) 
suivant que p est divisible ou non divisible par p; donc, 
si p a la forme 4: + 1, la quantité 


D S(a" + a) 


sera égale à 


p—1 {p—i\ [pi 
er AE nt 
si, au contraire, p a la forme 4: + 3, la mème quantité 


sera égale à 
Pan 
2 


(3) VON DR UN ÉTÉ TOATITT AT 














On a ainsi 


Des équations (2) et (3), on tire 


p—! 
Ni attends 
(4) FT 2 — Z 





D’après cela, l'équation qui a pour racines y, et y, est 


PA 
1—p(—1): 


4 


(5) FLE Re — 0; 
ou 
P—! 


— — 


(27 +1}?— p(—1 ? —0o. 


997. Considérons maintenant l’équation qui a pour 
P = 





I L 2 £ 
racines de l’équation (1) dont y, dé- 


35. 


racines les 
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signe la somme. Soit 


a PTE) Pi ee ART 


—— —— —2 


(6) AT . JT : + A,x à Hs + A; x : +18 0 








cette équation. Les coeflicients À,, A;, etc., peuvent s’ex- 
primer par des fonctions rationnelles de y;, et l’on peut 
supposer ces fonctions linéaires (n° 182), puisque y; est 
racine d’une équation du deuxième degré. Ainsi le coef- 
ficient A, aura la forme 


A4 My + HV) 


my et 72 étant des nombres rationnels, et il est facile de 
prouver que ces nombres sont entiers. En effet, A; est, 
Pe I 





au signe près, la somme des produits à Æ des ra- 


L] 2 k . L1 
cines 74 ,r*,...3 chacun de ces produits est une puis- 
. . » . x 9 SA: \ ? 
sance de r, et, par suite, il se réduit à l'unité ou à l’une 
des racines de l’équation (1). On a donc 


2 2 
A Go + ar + ur Hart +... + Cp—1 rep ; 





20, 1, etc., étant des nombres entiers. Cette valeurde A; 


. 2 ‘ . 
ne changera pas si l’on changer'enr“ et, par suite, on 
aura 


2 3 4 5 
Ar = Go ia nE tant ie cs PC) Se GENE ER CE ANR 


4 


Je dis que les coeflicients des mêmes puissances de r sont 
égaux dans ces deux valeurs de A,. Supposons, en effet. 
que cela n’ait pas lieu; si l'on égale les deux valeurs 
de A} et qu’on rabaisse les exposants de r'au-dessous dep, 
en faisant usage de l'équation 7? — 1, on aura une équa- 
tion du degré p —1 en r qui sera évidemment satisfaite 
parr=1; On pourra enlever cette racine 1, et alors on 
voit que sera une racine d’une équation du degré p — 2 
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à coefficients commensurables, ce qui est impossible, 
puisque l’équation (1) est irréductible. On a donc 








et, par suite, 





A; — XL im ai Yi —+- LV 2 


Enfin, si l’on élimine y; à l’aide de l'équation (2), la 
valeur de A; prendra la forme 


Ag = My + REY 


où mm, et 7, désignent des nombres entiers positifs ou né- 
gatifs. 

Le produit des racines de l'équation (6), savoir 
patate. +aP Test égal à 1, en exceptant le cas de p = 3 ; 
car, & étant une racine primitive de p, l'exposant 


a? (alt — 1) 


d+a+...+arTi est divisible par p; 


a’— 1 
on a donc 
net 
Apt (— 1 ln : 
2 
Comparons les coefficients A; et A; de deux termes 
également distants des extrèmes, dans X,; on a la rela- 


! D. EX PILAR Ua 
tion k + k/ — — entre les indices k et À’. La quantité 


(—1)f A; est une somme de puissances de r, et la somme 
des inverses des mêmes puissances est égale à (—:1)"A;; 
car le produit de toutes les racines de l'équation (6) est 
égal à 1. Cela posé, si p = 4i+1, les suites 


3 p—? 
a a a 
PÉTER ENRERE LATE 9 


2 ' p—1 
a a a 
nr MABEr 


k I 
restent les mêmes quand on change 7 en —; donc on a, 
72 
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dans ce cas, 
Ay = A; = mg + ny Yi. 


Si p = 4i+3, les suites 


a a «a 
FENETRE ; 


{ 


FONPENN IR ITS 

I 

se changent l’une en l’autre quand on change r en-; 
r 

d’ailleurs # et À” sont de parités différentes; donc l’équa- 

tion 

Ai mg + nKY: 
entraine 
— ÀÂy = My; —- NE Va ANR ax (1 + ÿ1)3 


et l’on a, dans ce cas, 
Au (nr mx) + nie 


Il résulte de là que le polynôme X, peut se mettre sous 
la forme suivante, 


= Er Or, 


P et Q étant des polynômes à coefficients entfers qui ont 


P —1 ét p — 35 
2 2 








respectivement pour degrés - En outre, 


Q est un polynôme divisible par x dans lequel les termes 
également distants des extrèmes sont égaux et de même si- 
gne; le polynôme P jouit de cette dernière propriété dans 
le cas de p — 4i+ 1 seulement, et, par suite, ilen est de 
mème de la fonction 2P— Q. Dans le cas de p=4i+3, 
la fonction 2P —Q à cette propriété, que les coefficients 
des termes également distants des extrèmes sont égaux et 


de signes contraires, En effet, les coefficients de x ? 
et de x" dans la fonction 2P — Q sont alors 


k 


2mME — Nr CL NE — 2%. 
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Pour obtenir les valeurs des coefficients A,, À,, etc., 
de X,,soit À l’un des nombres 


DO ee, DEL 
et À un exposant entier, tel que 
ah=—) (mod.p); 


désignons enfin par S, la somme des puissances 2*"** des 
racines de l’équation X, — 0, on aura 
ts a ue rs tu LA TDR PAT à 

d’où il suit que S, sera égal à y, si A est pair, c’est-à-dire 
si À est résidu quadratique de p. Au contraire, S, sera 
égal à y, ou à — 1 — y, si À est impair, c’est-à-dire si À est 
non-résidu quadratique de p. Connaissant ainsi les sommes 
de puissances semblables des racines de l'équation (6), on 
calculera les coefficients AÀ,, A, , etc., au moyen des for- 
mules 

S: — Ji — 0; 

S, —piS ERA 

S3 F8 EH 2 Aa Sirh 3 À 0, 


Se re ee - © 





0; 





On pourra exprimer ainsi A, par une fonction entière 
de y, et l’on rendra ensuite cette fonction linéaire au 
moyen de l'équation (5). 


538. L'analyse que nous venons de développer conduit 
à un théorème important que nous devons mentionner. 
Reprenons l'équation 


X;,—=P+Q 7, 


que nous avons trouvée plus haut ; en changeant y, en y»; 


on aura 
KP FO; 
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on a d’ailleurs X— X, X,, donc 


X = PH PQ(ri +72) + Qri72; 
ou, à cause de 
a: 
sp (1)? 
4 2 
P=A\ 


£ EX —(2P—Q}—(—1) ? pQ. 


MH T1 FiYi— 


Et d’après les remarques faites précédemment, on peut 
énoncer ce théorème : 


THÉonèmME. — p étant un nombre premier autre que 2, 
et X désignant le polynôme 


PE Re GP ss end 
on aura | 
AX=Y?— pl. p—hi tit, 
et | 
AX=Y Ep si p—=4Ai+3. 





Z est, dans les deux cas, un polynôme du degré? e- 
à 


à coefficients entiers dans lequel les termes également 

distants des extrémes ont le méme coefficient; Y estun 

P —1 
2 





polynôme du degré à coefficients entiers dont les 


termes également distants des extrémes ont des coeffi- 
cients égaux et de même signe, ou égaux et de signes 
contraires, suivant que p = 4i+ 1 ou Ai +3. 


Le nombre 3 échappe à notre analyse, ainsi que nous 
en avons fait plus haut la remarque. L’équation 


4(x + x +1) = Y'+ 32 
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ET 
zx 
CN 


admet toutefois les trois solutions 


Me 2 HI LL, 
NET +02, PAF 0 


Y—x— 1, Fe UE Ne 


mais les polynômes Y et Z relatifs à l’une quelconque de 
ces trois solutions ne satisfont pas à toutes les conditions 
indiquées dans l’énoncé du théorème. 


Enfin le résultat que nous venons de trouver relative- 


e ” TP —T 
ment à la fonction 


» peut s'étendre à la fonction 


XP — yP 


plus générale » qu'on déduit de la première en 


ses 


L'é d É. . 
changeant m'en tet den muluüpliant ensuite par y?7!. 
“À 


On peut évidemment, d’après cela, énoncer le théorème 
suivant : , 

Le nombre p étant premier, on peut satisfaire à 
l'équation 


PAL: Len 
DOME TRES TRES VARIE A 
Y—(—i)? p 4 PRLLUA 


en prenant pour Ÿ et Z des fonctions entières de x et y. 


Sur quelques propriétés de la Jonction résolvante 


» : F : XP—T 
qui se rapporte à l’équation 





na À 
+ Abe 2 | 


539. Soit, comme précédemment, x une quelconque 


0 » . TP ie L . ° 
des racines de l’équation — 0, et a une racine pri- 


D il 
mitive pour le nombre premier p. En désignant par & une 


M : API — T7 
racine quelconque de 1 équation — 0, nous po- 
T—I 
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serons 
p—2 


2 —2 7 
F{a)= x + at + 0228 +. , + Pin — ÿ aixé., 
ë 
o 


et nous allons en premier lieu démontrer que l’on a 


et, par conséquent, 
pP—2 p—2 


F(a)F{at) =>, Rd 


O 0 


Pour évaluer cette somme double, je mettrai en évi- 
dence les coeflicients des diverses puissances de &, et j'in- 
troduirai à cet effet le nombre entier 


fn) 


_ Alors, le coefficient de «! sera 


> a+ l+ah 


le signe pa s'étendant aux p — 1 valeurs de À 
O, I, 23 cer P ET 2% 
Or, on peut écrire 
ati ak — ak (at+ ir); 
® ? 
si donc on n’a pas 


at+1=o (mod.p), 


Jt 


QT 
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c’est-à-dire 
n TA P — I 


Mt 
2 


l'expression a (a+ 1) donnera pour les diverses valeurs 
de k, et abstraction faite des multiples de p, la série des 


nombres 
T;, Ds. Dr Tale 


Ainsi le coefficient de &! sera 
æ+x'+...+xPt oubien —1, 
et cette conclusion aura lieu pour toutes les valeurs 


O, les 23... DEN 


PTT 


P/] 


que nous avons à évaluer sera donc composée du produit 





de {, en exceptant le seul cas /— + La somme double 


de — 1 par la somme des diverses puissances de a, sauf 
p—i 
la puissance & * , et, en outre, du groupe de termes cor- 
Péers 
2 


« ) — I 
respondant à la valeur /— } 








+ Lorsque / — ; 


® 

l’exposant de x est congru à zéro pour toutes les valeurs 

de k; par conséquent, le groupe que nous considérons 
ee, 

sera composé de {p — 1) fois la racine & ? . Réunissant 

ces deux parties de la somme double, on trouve pour 

résultat 


PE Di pl 


dE (p— 1) Ha x ? p, 





ce qui démontre le théorème énoncé. 

940, Nous allons maintenant établir une seconde pro- 
position qui consiste en ce que si met 72 sont deux nom- 
bres entiers quelconques, mais non liés par la relation 


m=—=—n (mod.p) 


| 
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le produit F'{&") F(œ") est égal à la fonction F (a+), 
multipliée par un polynôme en «, dont les coeficients 
sont des nombres entiers. Ainsi en désignant par Ÿ (x) ce 
polynôme, on aura l'égalité 


oi Ce à NC = Ca EE): 


F (a) — > ami ga, 


F (a" ) = D. PA a 


En effet, on a 


donc 


EC tn SD te 


et c’est la somme double du second membre qu’il s’agit 
d'évaluer sous la forme annoncée. Pour cela nous allons 
mettre en évidence, non plus les coefficients des diverses 
puissances de «, comme précédemment, mais les coefl- 
clients des puissances de x. Ces puissances formant la sé- 
rie 0,1, 2,..., P—1, occupons-nous d’abord du pre- 
mier terme qui proviendra de toutes les valeurs de z et k. 
telles qu’on ait 
ai+ ai=0o (mod.p), 

c’est-à-dire 


Fri 


KAGPz AIO PTE 
D, 


Sous cette condition, la somme 
L . m (+ =) + nk EE oh. 
D) aTÈ + nk D. à 2 


RAA FT LE à + n)h 
s’évanouit, Car n'ayant pas m+n—0 (mod. p), l’expres- 
sion (m7 + n)k produit la série des entiers inférieurs à p, 
comme on le sait. 

Maintenant, pour mettre en évidence le coeflicient 
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d’une puissance quelconque de x, dont l’exposant serait 
—= à}, posons 
ai+ ai = al (mod.p); 


mitnk 


les entiers z et À devant prendre toutes les valeurs qui 
peuvent vérifier la précédente condition. Si l’on fait 


ce coefficient sera 


1 lu, 
k—=l+), 


la condition dont il s’agit devient indépendante de L, et 
elle se réduit à 


a+ a’ =1 (mod.p). 


Nous pouvons concevoir que pour une valeur donnée 
du nombre premier p, on ait formé d'avance le système 
des nombres y et v, liés par cette relation; cela fait, on 
trouvera | 


Di eritnk DS a+ u)+n(l+s) 232 FR ro 4 


Donc, si l’on pose 
Ÿ (œ) AP RG 
> l 
le coefficient de x* sera 
amer) A (æ), 


et la somme double sera bien, comme nous l’avons an- 
noncé, 


pa Santa y (e)F (antr). 


5M. Ces polynômes, ou plutôt ces nombres complexes, 
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U(æ), dont la formation dépend essentiellement des en- 
tiers et y, et ensuite des nombres m et n, conduisent à 
d’admirables théorèmes arithmétiques dont nous allons 
donner quelques exemples. 

J'observe d’abord que la relation 
F (a) F (a) — F Pete) Ÿ (æ) 
donnera, en changeant les signes de m et n, 
F Corn F (ae) = À CA PER (art 


Multipliant membre à membre, et ayant égard à la rela- 
tion 





File) Files D; 

on trouve immédiatement 

Ya)p(ar) = p. 

Un cas particulier très-simple montrera tout l’intérèt 

qui s'attache à ce résultat. Soit 

p=1 (mod. 4), 
on satisfera à l'équation 

GTI 70 L, 


en prenant 
Œ'EE= Ve EME LE 


Alors Ÿ (x), somme de puissances entières de 7, sera de 
la forme a + bi, a et b étant entiers; d’ailleurs = ca = 
aura pour valeur — #, de sorte que | 
p(ar')=a— bi; 
donc, tout nombre premier = 1 (mod. 4) est de la forme 
(a + bij(a — bi) = a? + b?. 


Ce théorème, qui a été établi par une méthode si diffé- 
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rente aux n°% 294 et 332, se trouve ici démontré de telle 
manière que l’on fait dépendre a et b des entiers y et », 
rapprochement bien inattendu, et dont Jacobi a tiré 
cette conséquence que nous nous bornons à indiquer. 

Le nombre & étant supposé impair dans l'équation 
p = a? + b?, sa valeur peut, au signe près, se déterminer 
par le résidu minimum de l’expression 


1 2R(2n—1)(22—2)...(r +1) ps 


2 IR 2168.72 








où l’on suppose 
Fi Po An —+ I. 


Soit encore 
p=1 (mod.3), 


\» 


on satisfera à l'équation 
SAR | , 


en prenant 





—1+V—3 
C'hrpthalenn ie x?) 


racine cubique imaginaire de l’unité. Alors les nombres 
Ÿ (x) et L («-'), sommes de puissances entières de p, de- 
viendront respectivement 


a bo, a + bp?, 
a et b étant des entiers. Donc p sera de la forme 
(a + bp} (a + bp?) = a? — ab + b*. 


942, Voici maintenant d’autres conséquences pour Ja 
résolution de l'équation binôme 


GA] ges À es 
Soit &« une racine primitive de l'équation 


—1| —— 
TASSE T) 
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et posons 
D'ESernise de 


de telle sorte que 
a — — I. 


En désignant en général par d; (x) le polynôme en x, 
défini par l'équation 


F(a)F(a)— Yi(e) F(a#t), 


on aura la série de relations 


qui, mulupliées membre à membre, conduisent au résul- 
tat suivant : 


Fa) — ia) Wa)... Yuu(a)F (a). 


Or, ayant &— — 1, il est facile d'évaluer le facteur 
F (æ"’). Ce facteur se réduit, en effet, à la différence des 
quantités y: et y;, que nous avons déterminées au n° 536; 
mais on peut aussi le déduire de la relation générale 

pi 
F (@)(F-fam!) 2 gp, 
que nous avons précédemment démontrée, en y faisant 
œ— —1, Ce qui est permis, puisqu'on satisfait ainsi à 
l'équation «7! = 1. De la sorte on trouve 


pP—"t 


F(—iÿ=(—1)* p. 
Ainsi la puissance p — 1 de la fonction résolvante se 
trouve exprimée par un produit de facteurs complexes 
ÿ («), multipliés par le nombre p. 
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Demonstration nouvelle de la loi de réciprocité 
de Legendre. 


943. La théorie exposée dans ce Chapitre fournit 
encore, comme l’a montré Jacobi, une démonstration 
nouvelle de la loi de réciprocité de Legendre que nous 
avons établie au n° 332. Nous croyons utile de présenter 
ici cette importante application. 

Considérons l'équation 


ZP — 17 
Ses Fame O; 

D'el 
désignons par r l’une de ses racines, par & une racine 


primitive pour le nombre premier p et posons 





2 3 —3 — 2 
D PDO EE era pat 


Soit g un nombre premier impair différent de p. Si 
l’on élève le polynôme P à la puissance 9, le résultat 
contiendra les puissances g°"** des différents termes de P, 
avec d’autres termes dont les coefficients sont tous divi- 


sibles par g. Si l’on désigne par q SA r* l’ensemble de 


ces derniers termes et que l’on pose 


V7 Aer FIRE RTE — ra, 
on aura 
\ 
PQ. DAT: 
a e . q 
Il convient maintenant de distinguer le cas de (2) = y 
#1 


et celui de 


1) 1er Le 
P 


1° Soit ) — + 1, Cela veut dire que g est racine de 
II. | 36 


STORES 
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la congruence 
23 = (mod. p), 
dont les racines sont 
| mt, alor, gisouaP TE 
on a donc nécessairement 


g=a* (mod.p}), 





, Q » « sp 1! Q 
n étant un entier au plus égal à 2. Par suite, la va- 
2 
leur de Q est 
Q ji re? LL CS ut part? te FPT La 4 


et, en rabaïssant les exposants de a au-dessous de p — 1, 
on a évidemment 


QP. 
2° Soit (2) — —1. Dans ce cas, q est racine de la 


congruence 


P—1 


æ'+1=0 (mod.p), 
laquelle a pour racines 


3 5 —2 
{1,4 4, BULLE. 


On a donc 
g=a"# (mod.p}, 


n étant un entier. Il vient alors 


Hs a2+3 cent ar +p—2 ms a +P—1 


2n+1 
Q = re — +7 .+T ? ; 


et, en rabaïssant les exposants de a au-dessous de p —-1, 
on a | 


Q—— P. 
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Donc on a, dans tous les cas, 


et, par suite, 


ou 


q\ 
I PI-t — + SES ee € 
(1) (2) gets 


Cela posé, si l’on fait 


PÉENTIETEU LE pé Qpe Dr, 
Var PUS  JÉef < fs 


P—1 
DRAP * Ps 
p—1 
I 
Vs 1) °?p; 


here 
P=y:— (—1) ap 


Substituant cette valeur de P dans le premier membre 


on aura (n° 536) 





“ 
a 


F1 —= 


Er 


Ji = — le 


D | 


d’où 


de la formule (1), celui-ci se réduit à 


qg—1 PL ET 
ii) Bus 2 cris g , 
RATE (4) 


quantité qui est un nombre entier. Quant au second 





Ar 
membre Een il se réduira donc aussi à un nom- 


36. 
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bre entier E, et l’on aura 


C4 Le (m® MTS 
(ui 


Il s'ensuit que le carré de Ÿ A7” est une fonction symé- 
I 


xp — 17 





trique ei entière des racines de l'équation — = (li 
ms 


par suite, ce carré a pour valeur un OT enlier, ce 
qui exige que E soit un multiple Mg de g. Ainsi l’on a 





AVI AR 


MT étant un nombre entier. Par conséquent, 


dr ca QE rat q 
prets — (2) =: 


remarquant que 


1 


p°— = (2) + un multiple de , 
et supprimant de part et d'autre les multiples de g, il vient 


Cr 


cette formule (2) exprime précisément le théorème ‘de 
Legendre. 
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Pr 
—— 


CHAPITRE IV. 


SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DU NEUVIÈME DEGRÉ 
RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT. 


a ——_—_— 


Du déterminant d’une fonction entière et homogène 
de trois variables. 


944. M. Otto Hesse a publié dans le Journal de Crelle 
(t. XXVIII, p. 68, et t. XXXIV, p. 191) deux Mé- 
moires remarquables sur la détermination des points 
d’inflexion des courbes du troisième degré. Dans son 
second Mémoire, l’'éminent géomètre a démontré que : 


Les points d’inflexion d’une courbe algébrique du 
degré n sont situés sur une seconde courbe du degré 
3 (7 — 2), et, par suite, que : 

Une courbe algébrique du degré n a généralement 
3n (7 — 2) points d'inflexion, réels ou imaginaires. 

Dans les cas particuliers, quelques-uns de ces points 
d’inflexion peuvent être situés à l'infini ou être remplacés 
par des points multiples. 

Lorsque 7 — 3, on a ce théorème : 

Les points d’inflexion d’une courbe du troisième 
degré sont situés sur une seconde courbe du troisième 
degré. 

Il en résulte que la recherche des points d’inflexion 
d’une courbe du troisième degré dépend généralement de 
la résolution d’une équation du neuvième degré à une 
inconnue. Or il est très-remarquable que cette équation 
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du neuvième degré soit toujours résoluble algébrique- 
ment, et qu’il suffise, pour effectuer cette résolution, de 
résoudre une seule équation du quatrième degré et trois 
équations du troisième degré. Cette proposition se déduit 
facilement, comme nous le ferons voir plus loin, du théo- 
rème de M. Hesse énoncé plus haut, et d’un autre théo- 
rème démontré pour la première fois par Maclaurin dans 
son Essai sur les lignes du troisième degré, théorème qui 
consiste en ce que : 


La droite qui joint deux points d'inflexion d’une 
courbe du troisième degré rencontre la courbe en un 
troisième point d'inflexion. 

La démonstration que M. Hesse a donnée dans son 
second Mémoire, pour établir la résolubilité de l'équation 
du neuvième degré dont il s’agit, suppose également le 
théorème de Maclaurin. M. Hesse fait voir qu’il existe 
certaines relations entre les racines, et il démontre géné- 
ralement que toute équation du neuvième degré dont les 
racines ont cette même propriété est résoluble par radi- 
caux. Cette analyse de M. Hesse est remarquable ; on en 
trouvera le développement à la fin de ce Chapitre. 


545. Soit U une fonction quelconque entière et homo- 
gène du n°” degré de deux variables x et y; Ü = 0 sera 
une équation quelconque du degré n si l’on prend pour 


L2 TX 4 . - - LA . 
inconnue —; et cette équation aura iro1s racines égales Si 
P 


l’on peut satisfaire en même temps aux trois équations 
dU d°'U 
— — 0. 


— 2 O 5 — 
dx 2 da? 





U=o, 


Ces équations de condition sont respectivement des de- 
grés n, 2—1,n—2; mais on peut à leur place prendre 
trois équations du même degré n — 2. Elles peuvent ef- 
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fectivement s’écrire ainsi (*) : 














ee Arte (= re 2 XV Fe Ho D) #0 
n(r—1) dx? dx dy dy? é 
dU d'U d'U 
ENT AN (cr) FE. 
d'U 
TPE a 


À cause de la troisième équation, la deuxième se réduit à 
d’U er. à past 7 6 

——— = 0, et la première devient ensuite 

dx dy dy? 


les équations de condition relatives à l'égalité de trois 


—= 0, Donc 





racines de l'équation U — o sont les suivantes, du degré 
n — 2 chacune, 


d'U d'U dU 
Mis 09 —O0s —— — 0. 
dx? 


dx dy: 7, dy? 





On ferait voir de même que généralement les équations 
8 4 

de condition relatives à l'égalité de m racines de l’équa- 

tion Ü — o sont les suivantes, du degré 7 — m+1, 

Fe Lg À 1 Ga CONREEUE om 4 


— =O0, ———————0,... —— —0O oO. 
dx"! ? dax? dy 7 ? dx dy m—2 ? 


dy m—1 


546. Soit maintenant w une fonction quelconque en- 


(*) Cela résulte immédiatement du théorème connu dit des fonctions 
homogènes. Soit f(x, x,...) une fonction homogène du degré x de plu- 
sieurs variables ; en multipliant x, y,... par 1 + w, il vient, d’après la 
définition des fonctions homogènes, 


Ff{r+as,r+er,...)=(i+eY fix, 7...) 


Développant les deux membres par rapport à & et égalant ensuite les coef- 
ficients des mêmes puissances de «, il vient 


MR A). 
x A tn PRE ER PRE 
| a. d°f CA 


x° 





de + 2XY no NME (ur) f(x, 0756 cs) 


pm , « 
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üère et homogène, du n°" degré, de troïs variables x, 
w 


: 7. TX $ 
ÿ, z. Si l’on représente par — et — les coordonnées rec- 
2h 47 


tangulaires ou obliques d’un point variable, l'équation 
(1) nt 14:20 


représentera une courbe quelconque du n°"° degré (N: 
Une droite quelconque, dont l’équation est 


(2) 32— ax + 07, 

rencontre, comme on sait, la courbe en » points ; si l’on 
porte la valeur de z tirée de l'équation (2) dans la fonc- 
tion u, celle-ci devient une fonction homogène U des 
deux variables x et y, et les x racines de l'équation 


< hf FE : 
Ü = o, où l’on considère - comme l’inconnue, sont les 
7: 


rapports des coordonnées des points où la droite ren- 
contre la courbe. Mais l’équation de la ligne droite con- 
tient deux constantes a et b qui s’introduisent dans l’équa- 
üon U—o; on peut établir entre ces constantes une 
relation telle, que deux racines de l’équation U=o 
deviennent égales : dans ce cas, la droite devient une 
tangente de la courbe. Et si l’on donne aux constantes a 
et b des valeurs telles, que trois racines de l’équation 
U — o deviennent égales, la droite sera tangente en un 
point d’inflexion ; ce point sera déterminé, comme on l’a 
vu plus haut, par les trois équations 
a did d Ari Ag À 


PV TE En drdy = 2 dy? Rd 








| 


nI8 


I 


(*) M. Hesse a eu le premier l’ingénieuse idée de représenter par —; 


- «1: . x J £& 
les coordonnées rectilignes d’un point dans un plan, et par ZA RUE les 
: t u 


coordonnées dans l’espace; alors toutes les équations que l’on a à consi- 
dérer sont homogènes. 
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Mais, comme U est la valeur que prend u pour z=—ax+br, 
si l’on fait, pour abréger, 








d'u d°?u d'u 

 —= is > — Uni ie = ds,s 
dx? 2 Hÿ dz! 4 
d'u d?u d'u 





. — — U,39 M 13 = Ui2 
dy dz dx dz dx dy 


les trois équations précédentes pourront s’écrire comme 
il suit : 

Lin 2 Us rt A 3,0, 
(3) Us + AU, + bus, + abus; — 0, 


U,2 —+- 20U,s —+- b° U55== 0: 


Si l’on élimine à et b entre ces équations, on obtiendra 
l'équation d’une courbe qui rencontre la proposée aux 
points d’inflexion. Pour effectuer cette élimination, ré- 
solvons la deuxième des équations (3) par rapport à a, ce 


qui donne 
Us + bus: 
Eh ele m2 BE TRS | 
Us + Vs 
et portons cette valeur dans la première équation, nous 


obtenons 


ui (ds + bus) — aus (ti + bus) (ts + buss) + use (ui, + bus)? 


ou, en ordonnant par rapport à b, 


2 2 2 = 
HU 3 — Ds Us ir + sou, + (tiilss— 05) (208, + d'us,s) 


Si enfin on multiplie la dernière des trois équations 
que nous considérons par 


Li: L,s er (EME 
et qu'on en retranche ensuite l’équation que nous venons 


de former, on obtiendra l’équation finale qui résulte de 
- q q 
l'élimination de a et D; nous la représenterons par 


(4) Au où 
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en posant, pour abréger, 


t 


(5) Au us ,5 +2 Ur oUs ir — Us 3 — Ua M 


Fra 


TU » 


1 


L’équation (4) est celle de la courbe cherchée, laquelle 
rencontre la proposée u = o aux points d’inflexion. Cette 
équation est, comme on voit, du degré 3(7 — 2), d’où 
il suit qu’une courbe du n°" degré a généralement 
3n(7n— 2) points d'inflexion. En particulier une courbe 
du troisième degré a neuf points d’inflexion. 

La fonction Au est égale au déterminant 


Ui,is Ui,2s Ui,s 
U,1s U,25 Lo 3 ? 


Us,iy Us,2s Us 


et M. Hesse lui a donné le nom de déterminant de la 
fonction u. 


DA Lorsque les coefficients de la fonction u sont indé- 
terminés, la courbe représentée par l'équation u = o n’a 
pas de points multiples. Pour de tels points on a simulta- 


nément 
du du 


rer (0) me AD 1210 
dx 2? dy , 2 


et, au moyen des deux premières équations, la troisième 
se réduit à 


par le théorème des fonctions homogènes. La relation 
entre les coeflicients de u, exigée par l’existence de points 
multiples, résultera donc de l’élimination de x et y entre 


du Nu du rx | du Het 
Ze nn ds ok de à 


\ 
| 
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Ces équations peuvent être mises sous la forme 


TU: + YU ,2 + ZU:,3 Even O, 
LU, + YUs,2 + Zlo,3 —= O, 


TU, YU, + ZUs,3 = 0 
et on en déduit évidemment 


Au —= oO. 


Au reste, la méthode dont nous avons fait usage pour 
trouver les points d’inflexion montre que les points mul- 
tiples, quand il en existe, satisfont à la précédente équa- 
tion, car si la droite z — ax + by devient tangente à la 
courbe en un point multiple, l'équation qui résulte de 
l'élimination de z entre 


u Oo et. z2—ax+ by 


aura évidemment trois racines égales. 

Il est facile de voir qu’une courbe du troisième degré 
ne peut avoir un point triple ou trois points doubles à 
moins qu'elle ne se réduise à un système de trois droites; 
elle ne peut non plus avoir deux points doubles à moins 
qu'elle ne se réduise au système formé d’une conique et 
d’une droite. 


948. Le calcul que nous avons fait au n° 546 ne difière 
pas de celui qu’il faudrait exécuter si l’on voulait obtenir 
la condition pour que la droite (2) fit partie du lieu re- 
présenté par l'équation (1). En eflet, la solution de ce 
nouveau problème s’obtiendra en exprimant que le résul- 
tat U de la substitution de ax + by à z, dans u, est iden- 
‘uquement nul. On aura donc 


d'U d’'U d'U 
nt — 0, 


dx? 92 dx dy T4 dy? 








et il est évident que ces conditions sont suflisantes, 
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puisque l’on a 


d'U UTP RES 
dx? HE dx dy sd dy 











n(n — 1)U — x? 


Ainsi, dans le cas qui nous occupe, les équations (3) ont 
lieu identiquement en vertu de l’équation (2), et par 
conséquent il en est de même de l’équation (4). Donc 
toute droite qui fait partie du lieu de l’équation u = 0 
appartient aussi au lieu de l'équation Au = o. 

Dans le cas de 7 — 3, on a ce théorème : 


Si l’équation u — 0 représente trois lignes droites, 
ces mêmes droites constituent le lieu de l’équation 
Au=—o,et l’on a en conséquence Au — ku, k étant une 
constante. 


Il peut arriver que le déterminant Au soit identique- 
ment nul; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il sufhit que 
le lieu de l'équation u — o soit un faisceau de n lignes 
droites. Bien que nous n’ayons pas à faire usage de ce 
théorème dû à M. Hesse, nous ne pouvions nous dispenser 
de le mentionner ici. 


Sur les points d’inflexion des courbes du troisième degré. 


549. Nous commencerons par établir, à l'égard des 
courbes du troisième degré, quelques propositions géné- 
rales sur lesquelles nous aurons à nous appuyer. 

Rappelons d’abord que le système formé d’une conique 
et d’une droite, ou le système de trois droïtes, constitue 
une variété des lignes du troisième degré. 


Leume I. —. Deux courbes du troisième degré se 
coupent généralement en neuf points. 


Cette proposition se déduit immédiatement du théo- 
rème de Bezout sur le degré de l'équation finale qui ré- 
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sulte de l’élimination d’une inconnue entre deux équa- 
tions. 


990. Lemme IL. — Neuf points suffisent en général 


pour déterminer une courbe du troisième degré. 


Il y a effectivement dix termes dans l’équation générale 
des courbes du troisième degré. Le coefhicient de l’un de 
ces termes peut être choisi arbitrairement, et il reste alors 
neuf coeflicients indéterminés dont on peut disposer de 
manière à assujettir la courbe à passer par neuf poinis 
donnés. On obtient ainsi neuf équations du premier degré 
entre les coefhicients inconnus; en général, ces équations 
admettent une solution unique, et, par suite, on ne peut 
généralement faire passer qu’une seule courbe du troi- 
sième degré par neuf points donnés (*). 


CorozLaiRe. — Siu— 0, v — 0 sont les équations en 
coordonnées rectilignes de deux courbes du troisième 
degré, l’équation. générale des courbes du troisième 
degré qui passent par les points communs aux courbes 
données sera 

p + }u —0, 


À désignant une constante indéterminée. 


D'abord il est évident que l'équation + Au — 0 re- 
présente une courbe qui passe par les points d’intersec- 
tion des courbes données. En second lieu, soit C l’une 
quelconque des courbes du troisième degré qui passent 
par ces neuf points; prenons sur cette courbe un point 
quelconque M qui n’appartienne pas aux courbes données, 





(*) Dans ses belles recherches sur les courbes du troisième et du qua- 
trième degré (voir les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XXVI, 
p. 943, ett. XX VII, p. 272, 437 et 472), M. Chasles a fait connaitre deux 
méthodes remarquables pour construire la courbe du troisième degré qui 
passe par neuf points donnés. 


574 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


et désignons par ,, u, ce que deviennent #.et u, pour le 
point M. Si l’on détermine À par la condition v,+u, = 0, 
la courbe représentée par l’équation # + Àu — 0 passera 
par le point M; cette courbe ayant ainsi dix points com- 
muns avec la courbe C, elle coïncide avec elle. 

La démonstration précédente ne s'applique pas au cas 
où les lieux des équations u—0o, »—o auraient une 
droite commune ou une conique commune. Mais, dans 


ce cas, on a 
! 


pp, WIN; 
! | d # . L2 

ÿ —O,u — 0 représentent des droites ou des coniques, 
et #’ + Au! —o représente toute droïte ou toute conique 
qui passe par leurs points d’intersection. Il s’ensuit que 
ÿ + Àu — 0 représente encore toutes les courbes du troï- 
sième degré qui passent par les points communs aux pro- 
posées. 


991. Lemme III. — Sorent À,, A,, À;, A,, As, As, 
À;, As, À, les neuf points d’intersection de deux 
courbes du troisième degré données; on peut faire passer 
par sept quelconques de ces points une infinité de li- 
gnes du troisième ordre qui ne passent par aucun des 
deux autres points. 


Considérons les sept points 
A; LVr A3; À; A; A, A 


Si trois d’entre eux, À, A:, A3, par exemple, sont en 
ligne droite, il existera trois systèmes formés de deux 
droites tels, que chaque système renferme les quatre 
points À,, A;, À, À;. L'une de ces six droites peut 
passer par À, ou par A,, mais elle ne saurait contenir 
en même temps ces deux points, car une courbe du troi- 
sième degré ne peut avoir plus de trois points en ligne 
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droite ; donc, parmi nos trois systèmes de droites, il y en 
a au moins un qui ne renferme aucun des points A,, A,. 
Ce système constituera, avec la droite À, A, A, , une ligne 
du troisième ordre qui remplira la condition énoncée. 

Si, parmi les six points considérés, il y en a six qui 
soient sur une conique, cette conique n'aura aucun autre 
point commun avec l’une ou l’autre des courbes données, 
et par suite elle ne passera ni par A4 ni par À,. Si donc 
on Joint à cette conique une droite arbitraire menée par 
le septième des points considérés et qui ne passe ni 
par À, ni par À,, on aura une ligne du troisième ordre 
qui remplira encore la condition énoncée. 

Supposons maintenant que parmi les sept points con- 
sidérés il n’y en ait pas six sur une conique ni trois en 
ligne droite. Joignons le point À; aux six autres; parmi 
les six droites obtenues, | 


A; AÀ;, A: À;; A3 À;; À; A;, À; À;, À; À, 


il ne saurait y en avoir plus d’une passant par A,, ni plus 
? 
d’une passant par A,; on peut donc supposer que 


A;A;, As A;, A:A;, AA; 


ne passent ni par À, ni par À,. Pareillement, si l’on joint 
le point A; aux points A;,, À,, A;, on obtiendra les trois 
droites 

A;A;; A, À;, A; A;; 


parmi lesquelles il s’en trouvera une au moins qui ne 
passera m1 par À, ni par A,. D'où il suit que, parmi les 
sept points considérés, on peut toujours en trouver trois 


As) A5; À;, 


par exemple, tels que les droites qui joignent ces points 


deux à deux ne passent par aucun des points A4, A. 
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Cela posé, considérons les lignes du troisième ordre 
formées respectivement des coniques qui passent par 


A > À À; 3 A; A5; A: À; As À) À; Ai, À;, A3; À,5 À; 


et des droites 
A;A;, A; À;, AA 


L’une des coniques peut contenir l’un des points A;, A, 
mais non pas ces deux points à la fois, car une conique 
ne peut rencontrer une ligne du troisième ordre en plus 
de six points. D'ailleurs deux de nos coniques ne peuvent 
avoir que les seuls points communs À,, A,, À,, À,; donc 
l’une d’elles au moins, A, A, A, A,A;, par exemple, 
ne contient ni A4 ni À,. En joignant à ceite conique la 
droite A;A;, on formera une ligne du troisième ordre 
remplissant la condition énoncée. 

Ainsi, dans tous les cas, nous savons trouver une ligne 
du troisième ordre qui passe par les sept points consi- 
dérés et qui ne contient aucun des deux autres points. 
Soit 

EP O 


l'équation de cette ligne relativement à deux axes coor- 
donnés. Soient aussi 


les équations des courbes données, a et b deux constantes 
arbitraires; il est évident que l’équation 


AE OP ER 0 


, 


représentera une infinité de courbes du troisième degré, 
qui toutes rempliront la condition énoncée. 


552. Tnéorkme I. — Toute courbe du troisième degré, 
qui passe par huit des neuf points d'intersection de 
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deux courbes du troisième degré données , passe égale- 
ment par le neuvième point d'intersection de ces deux 
courbes. 


Soient let l’, les deux courbes du troisième degré don- 
nées. Supposons qu'on se propose de faire passer une 
courbe du troisième degré par les neuf points d’inter- 
section des courbes let F,; les neuf équations linéaires 
que doivent vérifier les coefhicients de l’équation de la 
courbe inconnue admettront les deux solutions relatives 
aux courbes let F, qui satisfont au problème. Il s’en- 
suit que le système de ces neuf équations est indéterminé; 
d’ailleurs huit quelconques d’entre elles sont distinctes, 
d’après le lemme IT, et en conséquence elles entraînent 
nécessairement la neuvième. On peut conclure de là que 
si l’on assujettit une courbe du troisième degré F', à passer 
par huit des points communs aux courbes let l;, et que, 
pour achever de la déterminer, on se donne une nou- 
velle condition arbitraire, la courbe F, passera nécessai- 
rement par le neuvième point d’intersection des courbes 


1se8ls 


CorozLaire I. — S5 trois des neuf points d'intersec- 
tion de deux courbes du troisième degré sont en ligne 
droite, les six autres points d’intersection sont situés 
sur ure conique. 


En effet, la droite qui passe par les trois premiers 
points d’intersection. des courbes données let F',, et la 
conique qui passe par cinq des six autres, forment une 
ligne du troisième degré qui passe par le neuvième point 
d’intersection des courbes Let F”, ; donc la conique passe 
par ce neuvième point, car une courbe du troisième 
degré ne peut avoir quatre points en ligne droite. 


Corozzaire LE, — S: six des neuf points d’intersec- 
IL. 37 
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tion de deux courbes du troisième degré sont situés sur 
une conique, les trois autres points d’intersection sont 
en ligne droite. - | 


En effet, la conique qui passe par les six premiers points 
d’intersection et la droite qui passe par deux des trois 
autres forment une ligne du troisième degré qui passe par 
le neuvième point d’intersection; donc la droite passe 
par ce neuvième point, car une conique ne peul avoir 
plus de six points communs avec une courbe du troi- 
sième degré. 


CoroLLatRE IT. — S% trois des neuf points d’intersec- 
tion de deux courbes du troisième degré sont en ligne 
droite, et que trois des six autres soient aussi en ligne 
droite, les trois derniers seront pareillement en ligne 
droite. 


Ce corollaire est évidemment un cas particulier du 
précédent. 


5d3. Les propositions que nous venons d'établir con- 
duisent à un grand nombre de conséquences intéres- 
santes ; Mais, pour ne pas trop nous écarter de notre sujet, 
nous nous bornerons à montrer comment on en déduit 
immédiatement le théorème connu de Pascal relatif à 
l'hexagone inscrit dans une conique. On sait que ce théo- 
rème consiste en ce que : 


Siun hexagone est inscrit dans une conique, les points 
de rencontre des côtés opposés sont en ligne droite. 


En effet, soient A, B, C, D, E, F les sommets de l’hexa- 
gone; soient M, N, P les points d’intersection des côtés AB 
et DE, BCet EF, CD et FA. Les lignes du troisième ordre 
formées, l’une des droites AB, CD, EF, l’autre des 
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droites BC, DE, FA, se coupent aux neuf points A, B, 
C, D, E, F, M, N, P. Or les six premiers points sont une 





conique; donc les trois autres sont en ligne droite, ce 
qu’il fallait démontrer. 


554. TuéoreME Il. — La droite qui joint deux points 
d’inflexion d'une courbe du troisième degré rencontre 
la courbe en un troisième point d’inflexion. 


Soient À et A’ deux points d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré [', et supposons que la droite AA’ ren- 
contre la courbe T° au troisième point A”; je dis que A” 





est un point d’inflexion. En effet, menons par le point A 

une sécante quelconque qui rencontre de nouveau la 

courbe aux points B et C; par le point A’ une seconde 

sécante quelconque qui rencontre de nouveau la courbe 
37. 
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aux points B'et C’; joignons BB'et CC’, qui rencontrent 
de nouveau la courbe aux points B” et C” respectivement; 
joignons enfin A”B”. La ligne du troisième degré formée 
des trois droites ABC, A'B'C' et A”B” passe par huit des 
points d’intersection de la courbe let de la ligne du troi- 
sième degré formée des droites AA’A/, BB'B”, CCC”, 
elle passera donc par le neuvième point d’intersection C”, 
Et comme une courbe du troisième degré ne peut avoir 
quatre points en ligne droite, il faut nécessairement que 
les trois points A”, B”, C” soient en ligne droite. Imagi- 
nons maintenant que les sécantes BC et B'C7 tournent 
respectivement autour des points À et À’, de manière à 
deveuir tangentes à la courbe; comme À et A’ sont deux 
points d’inflexion, les points B et C se confondront avec 
À à la limite : pareïllement, B'et C se confondront avec 
A’; donc les droites BB'B” et CC'C/ coïncideront avec 
AAA", et, par suite, les trois points d’intersection de la 
courbe avec la sécante A”B”C/ se confondront en un 
seul A”, qui est ainsi un point d'inflexion. 


Remarque. — Bien que la forme de ce raisonnement 
soit géométrique, il est évident qu'il s'applique au cas 
es points imaginaires comme à celui des points réels. 

des point g 0 lui des points réel 


099. Taéorëme II. — Le nombre des droites qui 
passent chacune par trois points d’'inflexion d'une 
courbe du troisième degré donnée est égal à douze. 
Ces douze droites forment quatre systèmes composés 
chacun de trois droites, et les neuf points d’inflexion 


* de la courbe sont trois à trois sur les trois droites de 


chaque système. 


Si l'on joint par des droites l'un des points d’inflexion 
de la courbe à chacun des huit autres, il est évident que 
ces huit droites se réduiront à quatre distinctes, puisque 
la droite qui passe par deux points d’inflexion passe 


SECTION V. — CHAPITRE 1V. b81 
aussi par un troisième, et que, d’ailleurs, quatre points 
d’inflexion ne sauraient être en ligne droite. Donc, parmi 
les droites qui joignent les neuf points d’inflexion trois 
à trois, il y en a toujours quatre qui passent par l’un quel- 
conque de ces points. En comptant quatre droites pour 
chaque point d’inflexion, on aura 4<9 ou 36 droites ; 
mais alors il est clair que chaque droite se trouve prise 
trois fois, et, par suite, ces trente-six droites se réduisent 
à douze distinctes. 

Considérons l’une des quatre droites qui passent par un 
même point d'inflexion; cette droite renferme trois points 
d’inflexion, et par chacun de ceux-ci passent seulement 
trois autres de nos douze droites ; donc, parmi ces douze 
droites, il y en a deux qui ne passent par aucun des trois 
premiers points. L'une d'elles contient ainsi trois nou- 
veaux points d'inflexion, et les trois derniers points se- 
ront alors sur l’autre droite, puisque les neuf points sont 
communs à deux courbes du troisième degré (n° 592, co- 
rollaire IIL). On peut conclure de là que les douze droites 
considérées forment quatre systèmes de trois droites pas- 
sant par les neuf points d’inflexion. 


596. Pour reconnaître la loi de la distribution des 
neuf points d’inflexion sur les douze droites dont il vient 
d'être question, on peut employer avec avantage la con- 
sidération des imaginaires que Galoïs a introduites dans 
la théorie des nombres. Nous désignerons les points dont 
il s’agit par une même lettre affectée d’un indice suscep- 
tible de prendre neuf valeurs distinctes, et nous adopte- 
rons, pour les valeurs de cet indice, les neuf racines 
ai + b de la congruence 


i—i=0 (mod.3) 
L'une de ces racines est zéro et les huit autres sont con- 
grues aux puissances d’une racine primitive de la con- 
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gruence 
i—1=0 : (mod. 3) 


Celle-ci a quatre racines primitives; ce sont les racines 
des deux congruences irréductibles 


LUE 03 UE LEE ON (M0); 


Nous désignerons par z une racine de la première, et l’on 
aura en conséquence 





d'où 
É=2ii, if 92i +, 





ip, Ü=i+o, } (mod. 3). 


a e-pare | À mr 
14 =, L A 


Cela posé, considérons l’un des quatre systèmes de trois 
droites qui passent par les neuf points d'inflexion, et at- 
tribuons aux points situés sur ces droites les indices des 
trois lignes respectives du tableau suivant : 


O0, TI, 2, 
(1) il, i+i, i+2, 
2, 2H, 2i+ 2. 


Pour former les combinaisons des indices qui répondent 
à l’une quelconque des neuf lignes restantes, il faut 
prendre trois indices appartenant respectivement aux 
trois lignes du précédent tableau, et comme rien ne dis- 
tingue entre eux Îles trois points situés sur l’une des 
droites du premier système, on peut supposer que les 
lignes verticales du tableau (1) répondent chacune à trois 
points situés sur la même droite. On aura donc ce 
deuxième système 

om 26, 

(2) lé His aim, 


œ, POSER 2" 
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Maintenant, dans chacun des deux derniers systèmes qu’il 
reste à former, les indices qui répondent à une même 
droite doivent appartenir à trois lignes horizontales dis- 
tinctes de l’un et de l’autre des tableaux (1) et (2). Alors 
on a les deux combinaisons suivantes qui sont les seules 


possibles, savoir : 
O0, i+1, 21 +2, 
(3) 1, 1+2, 24, 
DAS 2i+I, 
et 
Os, i+2, 2iHI1, 
(4) res 2i+2, 


Dis gd a Lyr 2 de 


Si l’on remplace chaque expression ai + D par la puis- 
sance de z qui lui est congrue, on trouvera que les indices 
relatifs à nos quatre systèmes de droites seront repré- 
sentés généralement par 


rm MmA-4 
oO, Us l , 
(5) ini, im, im, 


m+3 ÿm+5  }m+6 
l » ? » ? ; 


. , . . « 
si l’on attribue successivement à m quatre valeurs con- 
sécutives quelconques, par exemple, 0, 1, 2, 3. 
L] 

Quant aux indices relatifs aux neuf faisceaux de quatre 
droites qui ont leurs sommets aux divers points d'in- 
flexion, ils seront représentés par 

ANR PE M z2+2;, 
th 2H 26, 
(6) 
| 230 D TT NO EE D'ASD 
Z, ZHi+2, Z+2i<+I, 
z devant recevoir successivement les neuf valeurs de la 
forme ai + b. 
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57. THÉOREME IV. Parmi les neuf points d’in- 
flexion d’une courbe du troisième degré réelle, il y en a 
toujours trois réels et six imaginaires. 





D'abord les neuf points d’inflexion ne peuvent pas être 
tous réels. En effet, admettons qu'ils Le soient, et consi- 
dérons le triangle OMN formé par les trois droites de l’un 





des quatre systèmes dont nous avons établi l'existence. 
Supposons, par exemple, que les côtés MN, NO, OM 
constituent le premier système de quatre droites et que 
ces côtés contiennent respectivement les points 


A5; A; , A: , 
A A;y: , À) 
LV Ain , Aoiyre 


En appliquant la propriété connue des transversales au 
triangle OMN coupé par les trois droites issues du 
point À,, savoir : 


As À; A: As À ;4i Ai As A; Au , 

on trouve 

MA, NA; OAn 

NA, O4; MA:  ? 

MA, NA; OA; +: 

NA, VORE: MAS2 TORE 

MA, NA; OA;4 1483 

NA, . DATE . Mas ils 
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et, en multipliant, on a 


MA, à sà MA;;. MA; Ê MA: OA;. OA,.; ° OA;.> 
NA, PE OA; . OA: . OA; NA,;. NA;,, . NA;: 








Il est évident qu'on trouvera la même valeur pour 
HA t MAE en appliquant le même théorème aux 
NA, NA, 4 HER 


droites issues des points À, et À, ; on a donc 


pe MA;\®  /MA,\: 
NAS GENA PJ ŒAXNA, 

Les points considérés étant supposés réels, la précé- 
dente égalité exige que l’on ait 


MA, MA, MA, 
NAy NA NA 
ce qui est évidemment impossible, 

Cela posé, considérons le faisceau obtenu en joignant 
un point d'inflexion imaginaire aux autres points; l’une 
quelconque des quatre droites de ce faisceau coupe la 
courbe du troisième degré en deux points d’inflexion qui 
ne peuvent être réels tous les deux, ni imaginaires conju- 
gués. L’une de ces droites contiendra le point conjugué du 
sommet du faisceau avec un point réel ; chacune des autres 
contiendra au moins un nouveau point imaginaire, et 
comme le nombre des points imaginaires est pair, il sera au 
moins égal à 6. Enfin, la droite qui passe par deux points 
imaginaires conjugués étant réelle, chaque couple de pa- 
reils points exige nécessairement un point d’inflexion réel, 
d’où il résulte qu'il y a toujours trois points d’inflexion 
réels et six imaginaires. 


998. Taéorème V.— Si, par un point M d’une courbe 
du troisième degré TV, on mène trois droites qui ren- 
contrent de nouveau la courbe aux points À et B, C et D, 
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E et F respectivement, les six points À, B, C, D, E,F 
seront sur une conique, toutes les fois que M sera un 
point d’inflexion de la courbe V'; et réciproquement, si 
les points À, B, C, D, E, F sont sur une conique, le 
point M sera nécessairement un point d’inflexion. 


En effet, menons par le point M une sécante qui ren- 
contre de nouveau la courbe Len M’ et M”, puis joi- 
gnons M'C, M’E qui rencontrent de nouveau la courbe 


en D’ et F’ respectivement. Les neuf points 
M, M, M’; A,B,C,E; D',F 


sont sur la courbe l° et sur la ligne du troisième degré 
formée des droites 


MAB, M'CD’, M’EF"'; 


d’ailleurs les points M, M’, M” sont en ligne droite, donc 
les six points 

A0 B2 CHE UDAE 
sont sur une conique. 

Cette conclusion subsiste quelle que soit la sécante 
MM'M/; faisons tourner celle-ci autour du point M, 
jusqu’à ce qu’elle devienne tangente à la courbe l'. Les 
points M' et M/ se confondront avec M, à la limite, si 
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celui-ci est un point d’inflexion ; alors M'CD' et M/EF" 
viennent respectivement coïncider avec MCD et MEF. 
Donc les six points 


RPC AD RENE 


sont sur une conique. | 

Mais si M n’est pas un point d’inflexion, quand la 
droite MM’ M” deviendra tangente à la courbe l, l’un 
des points M’, M” seulement ‘se confondra avec M, et 
l’autre point, M’ par exemple, tendra vers une position 
limite M;; pareillement le point F’ coïncidera avec F et 
le point D’ aura une certaine position limite D,. Les six 
points À, B, E, F, C, D, sont sur une conique, et celle-ci 


ne peut contenir le point D; car autrement elle aurait 
sept points communs avec la courbe T’, 


CorozLAIRE Î. — Sr, par un point M d’une courbe du 
troisième degré TV, on mène des sécantes à cette courbe, 
et qu'on prenne sur chaque sécante la moyenne harmo- 
nique entre ses deux segments, les points de division 
ainsi obtenus seront en ligne droite, toutes les fois que M 
sera un point d’inflexion ; et réciproquement, si le lieu 
des points harmoniques est une ligne droite, le point M 
sera un point d’inflexion de la courbe T'. 
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En effet, si M est un point d’inflexion et qu’on mène 
trois sécantes MAB, MCD, MEF, les points À, B, C, D, 
E, F sont sur une conique, et la polaire du point M, par 
rapport à celte conique, coupe chaque sécante en un point 
dont la distance à M est la moyenne harmonique des deux 
segments de la sécante. 

Mais si M n’est pas un point d’inflexion et qu’on mène 
en, M la tangente MM, qui rencontre de nouveau la 
courbe en M;, et qu'on joigne M, C qui coupe de nou- 
veau la courbe en D,, les points À, B, E, F, C, D, seront 
sur une conique qui coupera la droite MC en un point D 
différent de D. La polaire du point M par rapport à! 
conique coupe chaque sécante MAB, MEF, MCD’ en un 
point dont la distance à M est la moyenne harmonique 
des segments de la sécante, et il est évident que la 
même chose ne peut pas avoir lieu à l’égard des seg- 


ments MC, MD, 


CorozrairEe Il. — Les neuf points d’inflexion d’une 
courbe du troisième degré donnée sont aussi les points 
d'inflexion de toutes les courbes du troisième degré 
qui les contiennent tous. 


En effet, soit M un point d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré l. Considérons le faisceau de quatre 
droites issues de M et qui renferment chacune deux 
nouveaux points d’inflexion. Si l’on prend, sur chaque 
rayon, la moyenne harmonique des segments, les quatre 
points de division seront en ligne droite, d’après le co- 
rollaire I, et, en raison de cette circonstance, le point M 
sera point d'inflexion pour chacune des courbes du troi- 
sième degré que l’on peut faire passer par les neuf points 
d'inflexion de la courbe donnée. 


Corozzamme II. — Si u désigne une fonction entière 
et homogène du troisième degré de trois variables, que 
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la caractéristique À représente généralement le déter- 
q “y $ 

minant d’une telle fonction, et que À soit une constante 

quelconque donnée, on aura identiquement 


A(Au + Au) — Au + BAu, 
A et B etant des constantes. 


En effet, l’équation u — o représente une courbe dont 
les points d’inflexion sont aussi sur la courbe qui a pour 
équation Au — 0. Pareillement, si l’on veut avoir les 


points d’inflexion de la courbe qui a pour équation 
Àu + Au—= 0, 
il faudra joindre à cette équation 
A(iu +Au)—0; 


or, d'après le corollaire IT, celle-ci représente une courbe 
qui passe par les neuf points communs aux courbes 
u — 0, Au = 0, donc son équation est de la forme 


uu +Au—o où Âu-+Bâu—o. 
On aura par suite identiquement 
A(hu + Au) = Au+BAu, 


en déterminant convenablement les constantes A et B. 

La proposition contenue dans le corollaire TIL est due 
à M. Hesse; le corollaire I et le théorème lui-même sont 
dus à M. Chasles, et c'est M. Hart qui en a tiré le pre- 
mier les conséquences que nous venons de présenter (*). 


909. THéorime VI. — Les coordonnées rectilignes 
de chacun des neuf points d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré sont exprimables par des fonctions 


(*) Voir, à ce sujet, une Note de M. Salmon, insérée dans le 
tome XXXIX du Journal de Crelle, p. 365. 
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algébriques explicites des coefhcients de l'équation de 
la courbe. 
En effet, soit 
(1) u — 0 


l'équation d’une courbe du troisième degré. Les neuf 
points d’inflexion de cette courbe sont, aussi comme on 
l’a vu, sur la courbe du troisième degré qui a pour équa- 
uon 

BEETO 
en sorte que si À désigne une constante indéterminée, 
l'équation 
(2) \u +Au—=o 


représentera généralement toutes les courbes du troi- 
sième degré qui passent par les neuf points d’inflexion de 
la proposée. Or, nous avons vu qu’on peut faire passer par 
ces neuf points quatre lignes du troisième degré formées 
chacune de trois droites; donc il y a quatre valeurs de À 
pour lesquelles l’équation (2) se décompose en facteurs 
linéaires. En outre, d’après le corollaire III du précédent 
théorème, on a identiquement 


Afiu + Au) — Au + BAu, 


À et B étant évidemment des fonctions entières de À du 
troisième degré. Or, si l'équation Àu + Au — o repré- 
sente trois droites, l'équation Alu + Au) —o ou 
Au + BAu—o représentera aussi les mêmes droites 
(n° 548) ; donc, dans cette hypothèse, on a 


(3) A—)1B=0o (*). 


(*) Dans un beau Mémoire publié au tome XXXIX du Journal de 
Crelle, M. Aronhold a obtenu effectivement cette équation du qua- 
trième degré en À} sous une forme bien remarquable. Car les coefficients 
s’expriment par deux fonctions seulement des coefficients de l’équation 
de la courbe proposée. 
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Si l’on résont cette équation du quatrième degré en À, 
que l’on prenne pour À l’une quelconque de ses racines 
et qu’ensuite on résolve l'équation (2) par rapport à 
l’une des coordonnées, on trouvera nécessairement que 
les trois valeurs de cette coordonnée sont des fonctions 
linéaires de la deuxième coordonnée. La décomposition 
de l'équation (2) en facteurs linéaires étant ainsi effec- 
tuée, on aura les équations de trois droites contenant 
chacune trois des neuf points d’inflexion de la proposée, 
et, pour avoir les coordonnées de ces neuf points, il 
suffira de chercher successivement les solutions com- 
munes à l’équation (1) et à l'équation de chacune des 
trois droites, ce qui exigera seulement la résolution de 
trois équations du troisième degré à une inconnue. 

Il s'ensuit que les coordonnées des neuf points d’in- 
flexion sont exprimables par des fonctions algébriques 
explicites des coeflicients de l'équation proposée. 


Corozzarme. — L’équation du neuvième degré qui a 
pour racines les abscisses des points d’inflexion d’une 
courbe du troisième degré est toujours résoluble algé- 
briguement. 


Sur un théorème de Steiner relatif aux courbes 
du troisième degré. 


560. Si u désigne une fonction homogène du degré n 
des trois variables x, y, z, l'équation 
(1) LEO 


représentera une courbe du degré n dont les coordonnées 


TAURY: 
seront —» —- 
“1 ai à 


L’équation de la tangente en un point (x, y, z) de la 
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courbe (1) est 


XX 'rLr\aTr L'RM A NE (7: 
Re ES pre 
Z z | dx Z z | dy 


si l’on ajoute le terme 


Z z\ du 
FA LP dz ? 


qui est identiquement nul, la précédente équation pren- 
dra la forme 
du du du 
— — Z — — 
(2) Ro EU EÉ dz 
à cause de , 
du du du 


rats DURE 


Si les quantités X, Y, Z se rapportent à un point 
donné M, l'équation (2) représentera une courbe du 
degré 7 — 1, et cette courbe coupera la proposée en 
n(n—1) points. Il s'ensuit que, par le point donné M, 
on peut mener en général (7 —1) tangentes à Ja 
courbe (1). 

Dans le cas de n — 2, l’équation (2) représente une 
ligne droite qui est la polaire du point M par rapport à 
la conique (1); cette équation (2) ne change pas quand 
on remplace X, Ÿ, Z par x, y, z et inversement. En 
effet, si l’on pose, comme au n° 546, 








au d'u d'u 
dx? F4 dy? dz? 1 
d'u d'u GAS LE 


+ Des 


dy dz TN dr as de dy 
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on aura, dans le cas de 7 = 2, 


du 

—— ÆU:,1 + JU, — ZUi,3s 
dx 

du "1 le 

ee TU: ,, fl 2. ZU; 39 
. Jus 2, 
du 

EE XUs rEMla,« ou 23,3 , 
dz 


et, comme Îles quantités &,1, #3,:,... sont ici des con- 
stantes, il suflit de substituer les expressions précédentes 
dans l'équation (2), pour justifier notre assertion. 


961. Considérons maintenant le cas de n — 3 ; l’équa- 
tion (2) représentera une conique qui déterminera sur 
la courbe proposée les points de contact des six tan- 
gentes qu'on peut lui mener par le point donné. Pour 
abréger, je représenterai cette équation (2) par 


U=—10; 


et le centre de la conique sera déterminé par les équa- 


tions 
dv dv 


pu 


ALL RS ONE. 


D’après cela, si l’on veut avoir Ja condition pour que 
la conique (2) se réduise au système de deux droites, il 
suflira d'exprimer que les trois équations précédentes sont 


satisfaites par les mêmes valeurs de x et de y. Or, les 


4 parts dv 
dernières équations réduisent # = 0 à Æ = 0; donc la 


condition demandée s’obtiendra en éliminant x et y entre 
les trois équations du premier degré 


d o dv dv 


SAME driit! TEE 
IT, 35 
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Ces équations se déduisent de l'équation (2) en rempla- 
: du du du ; 

çcant dans celle-ci u par —:—-; —; successivement; donc, 

$ dx dy dz 

d’après ce qui a été dit plus haut, elles ne changeront pas 

si l’on y remplace X, Ÿ, Z par x, y, z, et inversement. 


On pourra ainsi leur donner cette forme : 


| œU,,: + Y Üi» si ve zU,,: = 0; 
me U,., + Y U: + z U;; — 0; 
x U,,: + Y Us —+- z2U;,; TA 0; 


(3) 


en représentant par Ü, U, ;, U,:,... ce que deviennent 
U, U,is Us... quand on écrit X, Ÿ, Z au lieu de x, y, z. 

Maintenant l'élimination de x et de y entre les équa- 
tions (3) donne 


(4) AU= 0, 


AU étant le déterminant de U; on a ainsi ce théorème : 


THéorÈme [. — Soient u une fonction entière et ho- 
mogène du troisième degré des variables x, y, z, et Au 
le déterminant de u. Soient aussi U et AU ce que de- 
viennent u et Au quand on écrit X, Ÿ, Z au lieu de 
x; Y, Z. Pour que les points de contact des six tangentes 
menées à la courbe u — 0 par le point (X, Y, Z) soient 
situés sur deux droites, il faut et il suffit que l’on ait 


AUE CO 
Et il en résulte cette conséquence importante : 


CorocratRe. — Par un point d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré on peut mener à cette courbe 
trois langentes, indépendamment de celle qui touche la 
courbe au point d’inflexion, et Les points de contact de 
la courbe avec ces trois tangentes sont en ligne droite: 
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862. Les considérations qui précèdent nous permet- 

tent d'établir le théorème suivant que Steiner a publié 

sans démonstration dans le tome XI du Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées. 


_Tréorëme Il. — Une courbe du troisième degré con- 
tient en général 27 points en chacun desquels elle peut 
avoir un contact du cinquième ordre avec une conique. 
L'équation du vingt-scptième degré qui détermine ces 
27 points est toujours résoluble algébriquement. 





F a 


En eflet, soit P un point de la courbe donnée; me- 
nons PM tangente à la courbe en P, et rencontrant de 
nouveau celle-ci en M. Menons enfin, par le point M, 
trois sécantes qui rencontrent la courbe aux points À 
et B, Cet D, E et F respectivement. 

Si le point M est un point d’inflexion, les six points 
A,B,C, D,E, F seront sur une conique (n° 558), et si l’on 
fait varier ces sécantes de manière qu’elles tendent toutes 
les trois vers la limite MP, la conique variera, et, à la 
limite, elle aura, avec la courbe donnée, six points com- 
muns confondus en un seul; il y aura donc en P contact 
du cinquième ordre. 

Mais si le point M n’est pas un point d’inflexion, Ja 
conique déterminée par les cinq points B, C, D, E, F ne 
passera pas par le point À, quelque voisine de MP que 


soit MAR, et elle coupera la courbe donnée en un sixième 
35. 
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point À’; donc, quand on arrivera à la limite, la conique 
deviendra osculatrice en P à la courbe donnée, comme 
dans le premier cas; mais elle coupera celle-ci en un 
nouveau point et elle aura seulement avec elle un con- 
tact du quatrième ordre, 

Il résulte de là que les points P, qui possèdent la pro- 
priété contenue dans l’énoncé du théorème, sont les 
points de contact des tangentes menées à la courbe donnée 
par ses divers points d’inflexion; et puisque, par chaque 
point d’inflexion, on peut mener trois tangentes, le 
nombre total des points P est 3 >< 9 ou 27. 

Enfin, les coordonnées des points d’inflexion sont ex- 
primables par des fonctions algébriques explicites des 
coefficients de l’équation qui représente la courbe donnée; 
en outre, la détermination des trois points P qui répon- 
dent au même point M dépend seulement d’une équation 
du troisième degré. Donc l'équation du vingt-septième 
degré, dont dépend la recherche des 27 points P, est tou- 
jours résoluble algébriquement. 


Propriété de l'équation du neuvième degré qui a pour 
racines les abscissesdes poins d’inflexion d’une courbe 
du troisième degré. 

963. Soit 
(1) HL 0 
l'équation d’une courbe du troisième degré entre les coor- 
F 1: T . 
données rectilignes = et 2; nous avons vu que les points 
Z Z = 


d'inflexion de cette courbe sont sur une seconde courbe 
du troisième degré, 


(a) Au: 0. 


Si l’on élimine y entre les équations (1) et (2), on obtient 
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une équation 


(3) Ep 

homogène par rapport à æ et z et du neuvième degré. 
L4 . L2 e » 

Cette équation, dont les racines — représentent les ab- 


seisses des points d'inflexion, est toujours résoluble algé- 
briquement , comme nous l'avons démontré plus haut. 
Mais il existe, entre les racines de l’équation-(3), des re- 
lations remarquables que nous allons faire connaitre, 
d'après M. Hesse, et desquelles ce géomètre a déduit la 
résolubilité par radicaux de l'équation (3). 


x Y 
Remarquons d'abord que la valeur de — correspondante 
… - T . . . . 
à chaque racine — de l'équation (3) peut s exprimer en 
LL LA E J LI L 2 LA 
fonction rationnelle de — et des quantités connues de l’é- 


quation (1). Cela résulte immédiatement de la méthode 
que nous ayons exposée au n° 73 pour la résolution de 
deux équations simultanées. D'après cela, les coordon - 
nées de chaque point d'inflexion de la courbe proposée 
doivent satisfaire à une mème équation de la forme 


2 


; Y z° 
(4) + (2) 
où F désigne une fonction rationnelle. 
: : Te Je Ti, Yi » 
Soient maintenant —; — et —; — les coordonnées de 
Te Ze GS £&: 
deux points d'inflexion de la courbe (1): la droite qui 
; q 
passe par ces deux points aura pour équation 
CRE 


ï 
a | 


Ta 
SR CEE 
Yi 


mu |# 
# 


| 
| 
u |‘ 


- 
®1 
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» Z j 
En désignant par — À — la valeur commune des deux 
<o 


membres, il vient 


à | NX 


(+2) = +, 


n 1 


(+2) = 70 +73 


on peutdisposer de z de manière que l’on aitz = 25 +22:, 
et l’on voit alors que notre droite pourra être représentée 
par les trois équations suivantes : 


(5h dot ir OP To Am 122 Re 


Au moyen de ces équations, on obtiendra tous les points 
de la droite, en donnant à À toutes les valeurs possibles. 
Or, d’après le théorèmede Maclaurin démontré au n° 554, 
cette droite coupe la courbe (1} en un troisième point 
d'inflexion; pour avoir la valeur de À qui convient à ce 
troisième point, il suffit de porter dans l’équation (1) les 
valeurs dè x, y, z tirées des équations (5), et de résoudre 
ensuite l’équation obtenue ainsi, par rapport à À. Par 
cette substitution il vient 


{ du du du 
[ur fe (gen (g)+s(%)] 
(2 du\ {du ‘du | 
| +) | + (SE) en (2) Éd + (uw) &o, 


té indices oetI indiquant que, dans les expressions qui 
en sont affectées, on doit mettre xo, Yos Z9 OU Zi, Vis 21 
à la place de x, y, z. En eflet, il résulte AE Ed 
de la formule de Taylor, qu'après la substitution, les deux 


du 
Zi pra ;° 2 


premiers termes de u sont 


\ du 4 va 
(&)o + T' a TX dy, ; 


Le 


S 
9 


Al 
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et il est évident que les deux derniers termes doivent se 
déduire de ces deux-ci, en changeant %5,Y5» Zos X15 Yi 
Z, en ÀXi1, ÀVis À 71, =D; SJ = 20. 

Si l’on supprime les termes (uw), et (u), qui sont nuls, 
l'équation (6), divisée par }, donne la valeur suivante 


de À : 


‘du 2 du ge du 
A — — FA = 
ee née ë 4 dy }» 'V\dz }, 
7 Le … (du spi du LA du\ ? 
Lo pe Jo dy Zo #H4b 
qui convient au troisième point d'inflexion. Si l’on dé- 
Lo 
signe par —; — 7? les coordonnées de ce point, et qu’ on 
Z2 Z2 
porte la valeur de À, que nous venons de trouver, dans 
les équations (5), on aura 





© 


e 


© 





TOO EL OC 
PCORMORONIPEOEOEE 
ROME OIMROMORETE 


Considérons, en particulier, la première de ces équa- 
tions : le second membre ne change pas quand on change 
Los Vos Zo EN Lis V1 71, Et réciproquement; en divisant 
le numérateur et le dénominateur de ce second membre 
par 3, 3, il prend la forme 


f désignant une fonction rationnelle qui ne change pas 
quand ou transpose les indices o et 1. Or, d’après l’équa- 


mn Er he 2 GE 


û 


Lmemed | Lot) © Lesmeesened | Lommenmend 


À 


? 
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\ 
Jo To Ji Ti 
——+Ft— ds, —— à, , 
Zo Zo en Zi 


F désignant une fonction rationnelle. Donc la valeur de 


tion (4),ona 


Ty ’ . Le . 
en peut se réduire äà la forme suivante, 
2 


8 désignant une fonction rationnelle et symétrique des 
deux quantités qu’elle renferme. Il est évident que l’équa- 
tion précédente ne cessera pas d’être exacte si l’on exé- 
cute une substitution sur les indices 0, 1, 2; car on 
serait arrivé directement aux équations qu'on obtient 
par les substitutions, en partant du premier point 
d'inflexion et du troisième, ou du deuxième et du troi- 
sième, au lieu de partir du premier et du deuxième. 
Donc les abscisses —*, — % de trois points d’inflexion en 
ÿ ! #2 


ligne droite satisfont aux trois relations 


Fe tr: ri ah TS 2 æl:TuniÀ 

—— 0 —s —}s ——01—,: —}s ——0|—: — }; 

Zo Zi TZ 31 Z2 2 ZE / pi 
où 0, nous le répétons, désigne une fonction rationnelle 


et symétrique. De cette propriété résulte, comme on va 
le voir, la résolubilité de l’équation (3). 


Sur la resolution algébrique d’une classe d'équations 
du neuvième degré j 


964. Il était intéressant de chercher à rattacher la 
question particulière dont nous venons de nous occuper, 
à une théorie plus générale; c’est ce qu'a fait très-heu- 
reusement M. Hesse en établissant le théorème suivant : 
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Taéorbme. — Sorent 
tdi x(x)= 0 
une équation du neuvième degré et 0 une fonction ra- 
tionnelle et symétrique donnée de deux variables. Si 
l'équation proposée a cette propriété, que deux racines 
. . . 

quelconques x; el æ, four nissentune trotsiéme racine x, 


de telle sorte qu'on ait en méme temps 


us es a \ 
—0(x,, Tr); æz, 0 (x | } œ,—0(x,, UE 


(2) T 1) 2) 


À 
cette équation sera résoluble algébriquement. 


On voit que l'équation qui a pour racines les abscisses 
des points d’inflexion d’une courbe du troisième degré a 
la propriété dont il s’agit ici. 

M. Hesse nomme racines conjuguces trois racines de 
l’équation (1) qui satisfont aux relations (2). Il est évi- 
dent que chaque racine fait partie de quatre combinai- 
sons de trois racines conjuguées; par suite, en comptant 
quatre combinaisons pour chaque racine, on aurait 4X<9 
ou trente-six combinaisons; mais chacune de ces com- 
binaisons se trouvant répétée trois fois, on voit qu'il n’y 
a que douze combinaisons distinctes de racines conju- 
guées. Et, comme le nombre total des combinaisons de 
trois racines est 84, il y a soixante-douze combinaisons 
de trois racines non conjuguées. 

Considérons l’un quelconque des quatre groupes de 
racines conjuguées, et désignons-le par 


LS v4 sh DR CT 7 d 
À, ; u° . x! Tr Ty! L,1 ou LE 


On peut supposer que æ,, #,,, x,yne soient point conju- 
guées, et, par suite, on pourra les considérer comme trois 
racines quelconques non conjuguées. Alors, comme rien 
ne distingue entre eux les indices À et u, X'et w!, Met u”, 
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on aura ces trois combinaisons de racines conjuguées, 


L., Lu TL, Æ,n T, Lirs T,, T1 Lin ; 


les six autres combinaisons de racines conjuguées sont 
alors nécessairement 


7, Te € polir T1 Hat Ta , Zn nt Fi: , 


TL Tin T5 Lin © T) ZX 


Î 


1 T pe 


pe"? 


On voit que les neuf racines sont exprimables en fonc- 
tion rationnelle de trois racines non conjuguées quelcon- 
ques Æ,, Zn Æ,n3 On a effectivement 


Î 


LT, = TL, 1€) — 0 (x, ,æ,r); me G[0(æyr, T, )» O(x, » 2,1) |» 


Ti XL, Tr = 0 (x, a, )) ru +2 À [£(x, , LADE O(x,, z,n) |; 


Tu — T,us TLyn — 0 (e, , œ) , The () [O(æ, , æ,n); (9) (ans æ,) |: 


Cela posé, désignons par « une constante indéterminée, 
et formons la fonction symétrique suivante de trois ra- 
cines conjuguées quelconques x,, x, x, du troisième de- 


gré par rapport à &, savoir : 
(4) Yo, om) maté pt 


en remplaçant x, &,, x , par chacune des douze combi- 


naisons de racines conjuguées, on obtiendra les douze 
valeurs distinctes de la fonction y, ; 


Formons ensuite la fonction symétrique suivante, 


(5) GB (6 mc x: a) (6 ee AD US “14 (6 Ta Je, AP, a") 


qui est du troisième degré par rapport à l’indétermi- 
née 6. Soient Zo, Z1, 7°, 33 les quatre valeurs que prend z 
quand on y met successivement pour Ta aile 


Var, xr, ur les quatre groupes de valeurs qui conviennent à 
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ces quantités. Formons enfin l'équation du quatrième 
degré 
(6) 2i+ À, 2% + A,2 + A,3+ A, —=0o, 
qui a pour racines Zo, Z15 Ze, Zge 

Je dis que les coefficients de l'équation (6) sont expri- 


mables rationnellement en fonction des quan Uités connues 
de l’équation (1) et de la fonction 8. En effet, on a 


he lo aller A) (rx) 
( 1) ki uw! —(a—r,) (x —zy) (a—x,), 


12, r u! 2% (x < æ,r) (a JE Zn) (æ Ce Tr) 3 


TER 
D | 
— 


en portant ces valeurs dans la formule (5) et en se ser- 
vant des formules (4), on aura la valeur de z exprimée 
en fonction rationnelle de trois racines non conjuguées 
Ts rs L ns Savoir ;: 


(8) Ce LP (x, Li æor)s 


et cette fonction d sera symétrique par rapport a x,, Tr, 
X,n3 Car il est aisé de voir, d’après les formules (3), qu’en 
permutant ces trois racines, les quantités ÿ, » > Yu, y, pr 
Far, 37, un DE font que se changer les unes dans les autres, 


ce qui ne change pas la valeur de z. 
Elevons le second membre de l'équation (8) à une 
puissance entière quelconque de degré m3 désignons par 


* (æ T \m 


? 4 : m 
la somme des termes qu'on déduit de d{x,, x,, x)" en 
prenant successivement pour x, x, %,n les soixante- 


douze combinaisons de trois racines non conjuguées ; par 


! 
à m 
Ÿ (x, L,') Zur) 
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* ? << à ; nie 
la somme des termes qu’on déduit de b(x,, x, x,r)" en 
prenant successivement pour X,, Æ,, x,» les douze com- 


binaisons de racines conjuguées ; enfin par 


à 
S y (x, Z 13 æ,n)" 


Ja somme de tous les termes qu’on déduit de Ÿ (XL, Lys Een)” 
en prenant pour £, , Xr, X,n toutes les quatre-vingt-quatre 


combinaisons de trois racines. On aura 


[4 : 
| | > Ÿ (z, Ci zyr)" > Ÿ (æ,, Lt) zu)" 
(9) 


DS CALE 


Le second membre de cette formule (9) est une fonc- 
tion rationnelle et symétrique de toutes les racines, 
et l'on peut, par conséquent, l’exprimer en fonction 
rationnelle des quantités connues. Il en est de même de 


& 
> Y(X,, x, &,r)"; en effet, æ,, x, &,n étant des ra- 
cines conjuguées, On à 
Ÿ (x, Lits nr)" = Ÿ [T0 T1 0x, æ) "= %Ÿ [tx Zn, 0 (1 æ,n)|" 
Er Ÿ E27 T, , 0 (æ,r æ,)]"5 
d'où il suit que 


/ 
m 
pi Ÿ (x, Tr) æ,n) 


est égale au tiers de la somme des trente-six valeurs que 


prend 
Ÿ [%, TL, Q (x, æ,r)|" 


quand on prend pour x,, x,, les trente-six combinaisons 
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de deux racines. En désignant cette somme par le 


signe ÿ on à 


Lu 
Go) Dr(manan"=s vla er 6(as as) 


OI = 


el, par suite, 


[ 2 
be Ÿ (æ, > Ly'5 æ,n)" — » Ÿ (x, Pr ay)" 
II 
Le 3 > + [æ, > Ty) () (x, : æ,)|"; 


; ” 
ce qui montre que Ÿ gx, Try X,n) est une fonction 


rationnelle et symétrique de toutes les racines; on peut 
donc l’exprimer en fonction rationnelle des quantités 
connues. Si maintenant on remarque qu'aux soixante- 
douze combinaisons de racines non conjuguées répon- 
dent seulement quatre valeurs de la fonction z", savoir : 
q ; 
z", 2", 3%, z®, et que chacune de ces valeurs revient dix- 
huit fois, on verra que l’on a 


nt 


[/4 
I 
ue £ . plu. ù Le ne 
(12) 3, + fi, + “2 + 3, re 18 Ÿ (%,, L,15 Ten) . 


En donnant au nombre m les valeurs 1, 2, 3, 4, on ob- 
tiendra, par la formule (12), les sommes de puissances 
semblables des racines de l’équation (6) qui sont néces- 
saires pour calculer les coefficients A,, A:, À;:, À,; on 
voit que ces coefficients se trouvent ainsi exprimés en 
fonction rationnelle des quantités connues. 

Voici maintenant comment on obtiendra les racines de 
l'équation (1). On cherchera une racine quelconque de 
lPéquation (6). Cette racine sera, d’après ce qui précède, 
une fonction entière et du troisième degré de l’indéter- 
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minée 6 ; en égalant à zéro cette racine, on aura une équa- 
tion du troisième degré en 6 dont les racines seront les 
trois quantités qui forment l’un des quatre groupes dans 
lesquels se partagent les douze quantités y, ; u+ En éga- 
lant à zéro une de ces nouvelles racines, on aura une 
équation du troisième degré par rapport à l’indétermi- 
née & ; les trois valeurs de «& racines de cette équation se- 
ront trois racines conjuguées de l’équation (1). Pour avoir 
toutes les racines de l'équation (1), il suffit d'opérer de la 
même manière avec chacune des racines de l’équation (6). 
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CHAPITRE V. 


SUR LES ÉQUATIONS RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT. 


Recherches de Galois. Théorèmes généraux. 


969. L'analyse que nous avons développée dans les 
deux Chapitres précédents nous a conduit à la résolution 
algébrique de certaines classesd’équations. Mais ces équa- 
tions si remarquables sont-elles les seules qui soient sus- 
ceptibles d’une telle résolution? Quelles sont, en d’autres 
termes, les équations résolubles? Telle est la question 
qui vient se poser naturellement et à laquelle Abel et 
Galois ont les premiers attaché leur nom. 

Je me propose d'exposer ici la théorie contenue dans 
le Mémoire de Galois intitulé : Sur les conditions de 
résolubilité des équations par radicaux ; ce Mémoire a 
été publié pour la première fois en 1846, dans le tome XI 
du Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
quinze ans après la mort de l'illustre auteur. J'ai suivi 
ordre des propositions que Galois avait adopté, mais 

j'ai dû le plus souvent suppléer à l'insuffisance des dé- 
_ monstrations. 

Nous avons défini avec précision (n° 100 ei 515) le 
sens qu'on doit attacher, dans chaque cas, aux dénomi- 
nations de diviseur rationnel d’une fonction entière, et 
généralement de quantité rationnelle, ainsi qu’à celles 
de fonction irréductible et d'équation irréductible. Nous 
avons dit aussi qu'une équation irréductible donnée peut 
devenir réductible, lorsque l’on admet à figurer, parmi 
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les quantités connues, certaines quantités qui n étaient 
pas d’abord regardées comme telles. 

En général, quand nous conviendrons de regarder 
comme connue une certaine irrationnelle, par exemple 
une racine d’une fonction rationnelle des quantités con- 
nues, nous dirons avec Galoïs que nous adjoignons cette 
quantité à l'équation proposée. En d’autres termes, la 
quantité dont il s’agit sera dite adjointe à l'équation. 
Alors une quantité sera rationnelle, si elle peut s’ex- 
primer par une fonction rationnelle des quantités primi-, 
tivement connues et des quantités adjointes. Ainsi l’é- 


quation 
a 2 — 4x? — 4x + 1— 0, 


dont dépend la division du cercle en quinze parties égales, 
est actuellement irréductible, parce que les quantités 
regardées comme connues sont ici les seuls nombres 
rationnels; mais elle deviendra réductible, si on lui ad- 
Joint une racine de l'équation 


25H00, 


c'est-à-dire si on lui adjoint le radical Ÿ5 ; effectivement, 
son premier membre est le produit des deux facteurs 
1 + V5 Lors USM 
Rire DRE? — pèse. ? 
3) 


7 
Fe N 


D te Vois (6), 


2 2 


1 


lesquels sont rationnels, après l’adjonction dont il vient 
d’être question. 

Les recherches de Galois reposent sur les propositions 
démontrées aux n°° 490 et 492, qui acquièrent ainsi une 
importance considérable, et sur les propriétés des sys- 
ièmes de substitutions conjuguées. Galois emploïe la con- 


SECTION V. — CHAPITRE V. 609 


sidération des groupes de permutations dont nous avons 
parlé aux n°° 430 et 431, mais il nous a paru préférable 
de nous en tenir aux substitutions. Au reste, ce n’est là 
qu'un simple changement dans la forme des énoncés des 
théorèmes, car il n’y a lieu de considérer les permuta- : 
tions qu'au point de vue des substitutions F2 lesquelles 
on passe des unes aux autres. 


066. TaféorëmEe I. — Soit 
(there f(x) = 0 
une équation de dégré n dont les n racines 
(2) Dh LT se nr 


sont inégales. Il existe toujours un système de substi- 
tutions conjuguées G jouissant de la double propriété 
suivante : 
® Que toute fonction rationnelle des racines dont la 
valeur numérique est invariable par les substitutions de 
G soit exprimable en fonction rationnelle des quantités 
COnnues ; 
2° Réciproquement, que toute fonction rationnelle 
des racines, exprimable rationnellement par les quan- 
tilés connues, conserve la même valeur numérique 
quand on lui applique toutes les substitutions de G. 


Ii est bien entendu que, dans cet énoncé, nous com- 
prenons parmi les'quantités connues celles qui ont pu 
être adjointes à l'équation. 

Soit V une fonction rationnelle des racines (2) telle, 


que les 
Na 422%: 


fonctions qu’on en déduit, par les substitutions, aient des 
valeurs numériques inégales: par exemple, on pourra 
faire 

V= & Lo + ut +... + An Tnt » 


Il. 39 
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Los Ajyee. 1 Étant des nombres entiers convenablement 
choisis. Soient encore 


FAN SEE TO 


l’équation du degré N qui a pour racines les N valeurs 
de V, et F(V) un diviseur irréductible, d’un certain 
degré v, du polynôme f(V). Désignons enfin les y ra- 
cines de l’équation 


(3) | F(V)— 0 
par 
(4) AA PR EP Et VAE 


D'apres le théorème du n° 499. les mn racines x de l’é- 
P ) 

quation (1) pourront être représentées par l'une quel- 
conque des lignes horizontales du tableau 


Yo (Vo) ÿ (Vo) Y2(Vo) LC. ni (Vo); 


o( Vi), (Vi), + AMIE n—i Ve 
0e ts LOL ES Ya (Vi) 


d, (V), di (V),... étant des fonctions rationnelles de V 
et des quantités connues. Le tableau (5) renferme ainsi v 
permutations des racines x, et nous avons démontré au 
n° 492 que ces permutations forment un groupe, c'est- 
à-dire que les substitutions 


(6) 95, , SIARLUS 


y-— 1? 


par lesquelles on obtient les y permutations (5) au moyen 
de la première d’entre elles, constituent un système con- 
jugué G. Je dis que ce système G jouit de la double pro- 
priété énoncée. 

En ellet, désignons par {2 une fonction rationnelle des 
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racines (2) et posons 


OM DV A ts? Ÿ, (Vo } vs Va (Vo) ]; 


Q@ sera une fonction rationnelle de V,, et l’on pourra 
écrire 


(7) Q += Ve); 


Ÿ étant une fonction rationnelle. 

Cela posé, supposons d’abord que la valeur numérique 
de @ ne soit pas changée par les substitutions (6) du 
sysième Cr; comme ces substitutions peuvent s’effectuer 
en remplaçant successivement V, par chacune des va- 
leurs (4), on aura 


V—=Y (Vi) 2e) 4 (V;) ERP TEE (Vi 
et, par suite, 


De - LECVo) EE FN) He HV); 
le second membre de cette formule est une fonction sy- 
métrique des racines de l’équation (3); donc { est expri- 
mable en fonction rationnelle des quantités connues. 

Pour démontrer la réciproque, supposons que Q soit 
exprimable en fonction rationnelle des quantités connues. 
Alors, d'après la formule (7), V, sera l’une des racines 
de l'équation 

Y(V)—Q—0; 


mais comme V, est racine de l’équation (3) que nous 
supposons irréductible, toutes les racines de cette équa- 
tion (3) doivent satisfaire à l'équation précédente, et l’on 
a en conséquence 


DOM {NU PS VITE Lea PE 


la valeur numérique de Q est donc invariable par les 


39. 
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substitutions de G, ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Pour abréger le discours, je donnerai le nom de fonc- 
tion résolvante à la fonction V, et l'équation irréduc- 
tible (3) sera dite équation résolvante. 


067. Taéorkme Il. — Toute substitution qui jouit de 
la double propriété mentionnée dans l'énoncé du pré- 
cédent théorème appartient au système conjugué dont 
ce théorème établit l'existence. 


Conservons ioutes les notalions dont nous avons fait 
usage dans la démonstration du théorème I, et désignons 
par X une fonction des x racines Xo, Æ3,..., Xn_1 Qui 
prenne par les substitutions les N—1.2.3...n va- 
leurs 


UE RTE CA 


numériquement distinctes. Soient aussi 


SYNC NES FE 


VE 


les y valeurs que prend X quand on lui applique les y 
substitutions de G, et posons 


Q (XX) (X — Xi) (X Xp), 


X désignant ici une indéterminée. La valeur de la fonc- 
tion {2 est invariable par les substitutions de G; elle 
est donc exprimable rationnellement en fonction des 
quantités connues, d’après le théorème I. D'ailleurs, il est 
évident que la valeur de Q changera si l’on applique à 
cette fonction une substitution T non comprise dans Île 
système G; donc la substitution T n’a pas les propriétés 
des substitutions de G qui font l’objet du théorème I. 
Aünsi les substitutions de G jouissent, à l’égard de 
l'équation proposée, d’une propriété qui leur appartient 
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exclusivement; je nommerai ce système le système con- 
jugué propre à l’équation (*). 


968. Taéorëme III. — Soit G le système conjugué 


propre à une équation donnée de degré n 
(1) f(x), 


à laquelle plusieurs irrationnelles peuvent avoir été ad- 
jointes. St l’on adjoint à cette équation une racine 2, 
d’une équation auxiliaire irréductible de degré m 


(2) p(z)=— 0, 


dont les coefficients sont rationnellement connus, et 
qu'après cette adjonction le système conjugué T propre 
à l'équation (1) ne renferme qu'une partie des substitu- 
tions de G, auquel cas l’ordre de T sera un sous-mul- 
tiple de l’ordre de G, les m=— pq racines de l'équa- 
tion (2) se partageront en un certain nombre p de 
groupes composés chacun de q racines, savoir : 


(1) (CURE (g—1) 
Zo » A> JPAETE 7 UX , 


AE CU He LEE 


(1) (2) (g—1) 
. Zp—1s UT SEUL: E pes 2 


de telle manière que si l’on adjoint à l’équation pro- 


posée une quelconque des racines d’un méme groupe, 
2 —1 
Zi Z; 9 z ARE 21 5 
(*) Galois fait intervenir un groupe de permutations correspondant au 


système conjugué dont il est ici question, et il l’appelle le groupe de 
l'équation. 
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le système conjugué T'; propre à l'équation proposée sera 
le même, quelle que soit la racine adjointe. En outre, 
les p systèmes conjugués 


LL Dos Etes MAS 


qui deviennent propres à l’équation quand on adjoint 
respectivement une racine des groupes successifs, seront 
semblables entre eux,.en sorte que chacun de ces sys- 
tèmes pourra se déduire du premier, en exécutant une 
même substitution dans les cycles qui composent les 
diverses substitutions de celui-ci. Il est évident que 
chaque groupe se réduit à une seule racine si m est 
premier. 


Désignons toujours par V la fonction résolvante et par 


3) HAT EU 


PS 


l'équation irréductible de degré y que nous avons nonimée 
équation résolvante; soient aussi 


Mes V 48 Vs 12 V 


To 


les y racines de l’équation (3). 

Si, après l’adjonction d’une racine z, de l’équation (2), 
l'équation (3) reste irréductible, il est clair que G de- 
meurera le système conjugué propre à l’équation (1). 
Mais il n’en sera plus ainsi si l'équation (3) se réduit; 
c’est le cas que nous avons à examiner. | 

Soient ÀA(V, z,) l’un des facteurs irréductibles de F(V) 
et y le degré de:ce facteur; on peut supposer que, dans le 
polynôme 1, le coefficient de la plus haute puissance de V 
soit l’unité et que les autres coefficients soient des fonc- 
tions entières de la racine z,. Cela posé, z étant regardée 
comme une indéterminée, effectuons la division des poly- 


nômes F(V),A(V, z) et désignons par A(V,z), O({V, z) 
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le quotient et le reste de cette division ; on aura 
F(V)=)(V,z)A(V,z) +6(V,z), 
et, d'après notre hypothèse, on a identiquement 
O(V, 2) 0; 


car le polynôme O {V, z) est au plus du degré w— 1 en 
V, et la précédente équation est satisfaite par chacune 
des y racines V de l'équation 


Nr M -a0. 


Aïnsi, dans le polynôme @ (V, z), les coeflicients des di- 

verses puissances de V doivent s'annuler pour z = z,; 

par conséquent, ces coefhicients s’annuleront aussi si l’on 

y remplace z par une quelconque des racines de l’équa- 

tion (2), puisque celle-ci est supposée irréductible. 
D'après cela, si l’on représente par 


2 OE d ve POUN ES 


les m racines de l'équation (2), le polynôme E° {V}) sera 
divisible par chacune des fonctions 


A (V, Z0) A(V, Zi), ns AUV chere 


Le produit de ces fonctions est une fonction entière 
de V dans laquelle les coeflicients sont des fonctions sy- 
métriques des racines z; donc ce produit, que nous re- 
présenterons par IT (V), est exprimable rationnellement 
par les quantités connues. 

Les racines de l’équation 


IT (V) 0 
appartiennent toutes à l’équation (3), et puisque celle-ci 


est actuellement irréductible, le polynôme IT(V) est di- 


visible par F(V). Soit q l'exposant de la plus haute puis- 
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sance de F(V) qui divise exactement IT {V) et posons 
n(V)={(F(V)Fm (v), 


il est évident que IT; (V) doit se réduire à une constante, 
ou, si l’on veut, à l’unité, puisque, dans nos polynômes, 
le coefficient du terme le plus élevé est égal à 1. En effet, 
si le contraire avait lieu, l'équation | 


LAN" 0 


n’ayant que des racines appartenant à l’équation (3), 
IT, (V) serait divisible par F (V), et l’exposant g ne satis- 
ferait pas à la condition qui lui a été imposée. Ainsi, 
l’on a 

H(V)={F(V)} 
ou 
(4) [ECOLES XV Zoe MOV 12) ONE 


D’après notre hypothèse, le polynôme À(V, z,) est irré- 
ductible, c’est-à-dire qu’il n’admet aucun diviseur de de- 
gré inférieur au sien, dans lequel les coefficients seraient 
des fonctions rationnelles des quantités connues et de la 
racine adjointe z,. Je dis que le polynôme À(V, z;)a 
lui-même la propriété de n’admettre aucun diviseur dans 
lequel les coefficients des puissances de V seraient des 
fonctions rationnelles des quantités connues et de la 
racine z;. En effet, supposons qu’un tel diviseur existe 
et désignons-le par &(V, z;); effectuons la division de 
A(V,z) par é(V,z) jusqu'à ce qu'on parvienne à un 
reste d’un degré inférieur à celui de &(V, z) relative- 
ment à V; nommons Q{V, z) et R(V, z) le quotient et 
le reste de cette division. On aura 


X(V, 2) = E(V, z).Q(V, z)+<R(V, 2); 


et puisque R(V, z) est nul pour z —z;, on en conclura, 
par un raisonnement dont nous avons fait usage plus 
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haut, que le mème reste est nul, quelle que soit celle des 
racines de l’équation (2) que l’on substitue à z; on aura 
en particulier 

R(V, Zo) = O, 
ce qui exprime que À(V, z,) admet le diviseur £(V, 2). 
Cette conclusion est contraire à l’hypothèse, et, par con- 
séquent, notre assertion se trouve justifiée. 
Les racines de l'équation (3) sont toutes exprimables 
en fonction rationnelle de l’une quelconque d’entre elles. 
Cela étant rappelé, considérons les deux équations 


(5) XVI 210,4 (VMS 07 
et désignons par V, et 8{V,,) deux racines de la pre- 
mière, 0 étant une fonction rationnelle. Je dis que si V, 


est racine de la deuxième équation (5), 0(V,) sera égale- 
ment racine de la même équation. En effet, on a 

À (Ve zi) 20/1487 10 (Va) “AEETE 
en d’autres termes, l’équation 

1[a(V), z;| O0 

est satisfaite quand on remplace V par la racine V, de 
l'équation 
elle admettra donc toutes les racines de cette dernière, 
car celle-ci n’a aucun diviseur dont les coeflicients sont 
fonctions rationnelles z;, ainsi que nous venons de le 
démontrer. Si l’on suppose, comme cela est permis, que 
8(V) soit une fonction entière, on peut dire que le poly- 
nôme À[6(V}), z;] est divisible par À(V, z;), ou que le 


reste de la division du polynôme 
À [9 (V), z] 


par À(V, z) est identiquement nul pour z = 2;. Aloré, 
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par le raisonnement déjà employé deux fois dans cette 
démonstration, on conclura que le mêmèé reste est nul 
aussi pour z—z;, c'est-à-dire que À [0(V), z;] est divi- 
sible par À(V, z;). Par suite, l'égalité 


À (Ve zj) 0 


entrainera 

118 (Ve); F0, 
ce qui exprime que G(V;) est racine de la deuxième équa- 
ion (5). Nous concluons de là que si les équations (5) 
ont une racine commune, elles ont toutes leurs racines 
communes. 

Cette analyse établit que, dans le second membre de 
la formule (4), chacun des facteurs inégaux se trouve 
répété q fois. En employant deux indices pour repré- 
senter les m racines z, on aura 


À (Vs Z) = | (y, 0) + À (v, 70) — , ,,— (v, RS D 


der (20) a (929, ) 2e (mad), 


et, en extrayant la racine g°"* des deux membres de la 
formule (4), on aura 


(6) FEV (V2) NOV UV 2, 


car, dans les polynômes F et À, on peut supposer les coef- 
ficients des premiers termes réduits à l’unité. 

Ainsi, les m racines z se partagent en p groupes conte- 
nant chacun g racines; en outre, quelle que soit celle des 
racines d’un même groupe que l’on adjoïgne à l'équation 
proposée, cette adjonction aura le mème effet, savoir : 
de substituer à l’équation résolvante primitive le même 
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diviseur de cette équation. Et, par conséquent, le système 
conjugué propre à l'équation proposée se trouvera lui- 
même réduit à un nouveau système dont l’ordre sera un 
diviseur de l’ordre du système primitif. 

Il nous reste à comparer entre eux les divers systèmes 
conjugués F, P,,..., [,_, qui deviennent ainsi propres 
à l'équation proposée, quand on adjoint respectivement à 
celle-ci une racine des groupes correspondants que nous 
avons distingués. 

Les racines de l’équation 


x (Va )# 0 


étant des fonctions rationnelles de l’une d’entre elles, re- 
présentons-les par 


VTT Vol US U Ve) su tirs ps (Vi)5 


soit aussi V\” une racine de l’équation 


À (V, zi) — 0, 
les quantités 


vo, a (vt0), 6, (vo sie) Lau 


seront racines de la même équation, comme nous l'avons 
dit plus haut, et j'ajoute qu'elles sont distinctes, en sorte 


qu'aucune racine ne se trouve omise. En effet, V, et V®? 

étant racines de l'équation (3) qui est actuellement irré- 
uctible, si lon avai 

ductible, si lo t 


‘ i Ées(£) 
il en résulterait M. 
0, (Vo) = 88 (Vo) 


ce qui est contraire à notre hypothese. 
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Maintenant, V désignant l’une quelconque des racines 
de la résolvante (3), représentons par le symbole 


[V] 


la permutation 


Vo (V) DV), W(Vhe, Yu (V) 
des racines de la proposée, et posons 
(7) Im(v=siv, [u(v?)]=s [(v?)] 
les substitutions du système T° seront 
1,191 Bd S y 1 


et celles du système T'; seront 


see 
LES US TD: Sue 


Représentons enfin par T; la substitution par laquelle 


on passe de la permutation [ V, ] à la permutation [v® |, 
on aura, non-seulement 


(8) RE ar 
. mais encore, quel que soit X, 


Lo(v(?)] Al à [04 (Vo )}s 


ou, à cause de la première des formules (7), 


(9) [a(v)]=rsetve): 
enfin, la formule (8) réduit la seconde formule (7) à 
(0) Le ()T = Tv 


et la comparaison des formules (9) et (10) donne 


(11) ST 
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d'où 
(12) MOSS TIS UT 
Les formules (8) et (9) expriment que le système con- 
Jugué G est représenté par 


4 SL D cu S 


ei 
Ana LISE, 4 AE NARIS TS, 
(13) >, LS His es DS, 
e dd. . ue" © De 7e suere ‘e ‘see , 
To; Th ST EX | &. AL ef Ti Sy — 1 


et la formule (12) exprime que les systèmes F, F,,..., D 
sont 


p—i 


OU M CE FES LE JR 
EST; Pe SE p à SE Viet TS, qe 
ANT oil LC EU MR ME PS PE 
0 2 6% ee opehepate ++ 19 
\ Loi 1, T,_S: TS NAT ToniS Te 


Ces systèmes sont, comme on le voit, semblables, en 
sorte que chacun d'eux peut se déduire du premier l'en 
exécutant dans les cycles de chacune des substitutions de 
celui-ci une même substitution T, ce qui achève la dé- 
monstration du théorème énoncé. 


569. Tuéorëme IV.— Sr le système G propre à l'équa- 

tion f (x) = 0 se réduit à un système T d'ordre inférieur, 
, . '- , . 9 y . 7. ‘ 

par l'adjonction d'une racine de l'équation auxiliaire 

irréductible ®(z) — 0; si, en outre, les racines de cette 

équalion auxiliaire sont exprimables rationnellement en 

fonction de l’une d’entre elles et des quantités connues, 
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le système T ne changera pas quand on exécutera dans 
les cycles de toutes ses substitutions une substitution 
quelconque du système G. 


En effet, soient 
2 CUT gr à 
deux racines de l'équation auxiliaire : 0 désigne ici une 
fonction rationnelle ; l'équation o (z) — o étant supposée 
irréductible, elle admettra toutes les racines 


#7 2 k—1 . 
Fes Don ST es D 


l’un des termes de cette suite se réduira à z9, et si l’on 
suppose 
Dr 4 ; où 7 02-72 


il en résultera 

2e DEL ZE 
par conséquent les racines z, et z; sont exprimables ra- 
uonnellement l’une par l’autre. 

Il s'ensuit que les quantités connues sont les mêmes 
après l’adjonction de z, ou après celle de z;; le sys- 
tème l'; propre à l'équation f(x) — 0, après l'adjonc- 
tion de z;, est donc le même que le système l° qui est 
propre à l'équation après l’adjonction de z,. Etcommeles 
systèmes Î’, l; peuvent être représentés par 


1, S14 Das A S 


HT? 
—! 


TS Mine TéSsTrinétiéhuie TS di, Pis 


Lt — 1] i 


on voit que le système F ne changera pas si l’on mul- 
tiplie ses substitutions à droite par T';, et à gauche par 


TT", opération qui revient à exécuter la substitution T, 


dans les cycles des substitutions de F'. 
Enfin, toute substitution de G est de la forme 


= Ts); 
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ce qui donne 
U'— SE me ; 
d’où 
HIMIUTIST;S:S: Se: 11 . 

Par conséquent, si l'on veut exécuter la substitution Ü 
dans les cycles des substitutions de F°, il suflira de faire, 
dans ces cycles, d’abord la substitution $;, puis la substi- 
tution T,; il est évident que la première opération ne 
changera pas F, puisque $; fait partie de ce système : d’ail- 
leurs nous venons de prouver que la deuxième opération 
ne produit elle-même aucun changement sur ['; donc ce 
système reste invariable quand on exécute la substitu- 
tion U dans les cycles de toutes ses substitutions. 


CoroLLarRe. — Sil’équation auxiliaire est de la forme 
zP= À, et que les racines p”°"** de l'unité se trouvent au 
nombre des quantités précédemment adjointes, on se 
trouvera dans les conditions du précédent théorème. 


910, Tuéorkme V.— S5 le système conjugué G, propre 
à l'équation f (x) = 0, se réduit à un système T d'ordre 
inférieur, quand on adjoint à l'équation roues les ra- 
cines d’une équation auxiliaire irréductible @ (z) = 0, 
de degré m, le système T ne changera pas quand on 
exécutera, dans les cycles de toutes ses substitutions, 
une quelconque des substitutions du système G (*). 


En effet, soit Z une fonction rationnelle des m racines 


(1) Zap Zis Zoe y ni 


(*) Ce théorème ne diffère pas au fond de la proposition IT du Mémoire 
de Galois. Sous ce titre de proposition HE, Galois avait d’abord inscrit 
l’énoucé du corollaire de notre théorème IV, avec une démonstration, mais 
il a effacé le tout pour y substituer l’énoncé qu'il a adopté définitivement, 
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de l'équation auxiliaire, telle que les 


M=="T 075... 1m 


fonctions qu'on en déduit par les substitutions aient des 
valeurs différentes; soient en outre 


A2) 


l'équation de degré M qui a pour racines les M valeurs 


de Z, F(Z) un diviseur irréductible de $ (Z), et 


(2) 7 DA PR AG 


MIN: ‘ 


les p: racines de l'équation 
(3) F (Z) 10, 


Les quantités (2) sont des fonctions rationnelles des 
quantités (1), et réciproquement celles-ci peuvent s’expri- 
mer en fonction rationnelle des quantités (2) (n° 490); 
donc l’adjonction des unes entraîne l’adjonction des au- 
tres. Par conséquent, d’après notre hypothèse, le sys- 
tème G, propre à l'équation proposée, doit se réduire, 
par l’adjonction des racines de l’équation (3). Mais ces 
racines peuvent s'exprimer rationnellement en fonction 
de l'une quelconque d’entre elles ; donc l’adjonction d’une 
seule racine équivaut à l’adjonction de toutes, et l’on se 
trouve alors dans les conditions du théorème IV. 


571. Tuéorëme VI. — Soient G le système conjugué 
propre à l’équation 


(1) Liban 
et 
(2) ir! Liy Tape. 3 Ti) 


une fonction rationnelle des n racines x5,X1,X0,..., 4-13 
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dont la valeur numérique ne soit pas actuellement con- 
nue. Sil'on adjoint cette valeur numérique à l’équation 
proposée, le système T propre à l’équation, après l’ad- 
jonction, sera formé par celles des substitutions de G 
qui n'altèrent pas la valeur numérique de la fonction $. 


Les conditions de ce théorème se ramènent immé- 
diatement à celles du théorème IIE. Exécutons toutes les 
substitutions des racines x dans l'expression 


Z 





2? 
PTE UC VAE y RL ANR ALP 7 


et formons le produit ® (z) de tous les résultats obtenus. 
Les coeflicients du polynôme ® {z) seront des fonctions 
symétriques des racines x, et par conséquent ils seront 
rationnellement connus; décomposons ce polynôme en 
ses facteurs irréductibles, et désignons par © (z) l’un de 
ces facteurs qui s’annulent pour z = z,. Nous nous trou- 
vons placés alors dans le cas où l’on adjoint à l'équation 
proposée la racine z, de l'équation irréductible 


(3) e(z)— 0. 
Soient, comme dans le théorème III, 
NOT a de ES Va 
les y racines de la résolvante 
(4) AMC 


qui est actuellement irréductible. Les racines x étant 
exprimables rationnellement par l’une quelconque des 
racines V, posons aussi comme précédemment 


Lo Vo Vols =D Vo)seees Tai — Ya (Vo); 
la formule (2) deviendra 


70 — SV), ÿi (Vo)s. ST Ya (Vi)] = Y (Vo), 
II. 40 
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et l’on peut faire en sorte (n° 182) que Ÿ soit une fonc- 
tion entière d’un degré inférieur à ». Alors l’équation 


(5) T ( V) ma == 10 
admet la racine V, de l'équation (4). Soient 


(6) Va JAY 


RE I 


les p racines communes aux équations (4) et (5), et po- 
sons 


AV, 20) = (V— Vi) (V— Vi) (VV, _,); 


les coefficients de l'équation 
(7) À PV Zo) 0 


sont rationnels après l’adjonction de z,; je dis que cette 
équation est irréductible. En effet, si le contraire a lieu, 
soit & (V, z) le diviseur irréductible de A (V, z,) qui 
s’annule pour V= V,, on aura (théorème IIT) 


UNI (VS le NS AS d'OS EE 


Zi) Zoe.) Zp_ étant des racines de l’équation (2) dis- 


tünctes de z,. L’équation 
TD (V, Z) 10 
n’admeitra qu'une partie des racines (6), et l’une de ces 


racines, V, par exemple, devra satisfaire à une équation 
telle que 


(8) OV) de 

Effectuons la division de Ÿ (V)— z par w (V, z) jus- 
qu’à ce que nous parvenions à un reste de degré inférieur 
au diviseur; désignons par O (V, z) ce reste, et par 
IT (V,z) le quotient de la division; on aura 


F(V)—2= œ(V, :)n(V, :)+(V, 2); 
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par hypothèse, F (V)— z, est divisible par À (V, z,); ce 
polynôme l’est donc aussi par © (V, z), et, en consé- 
quence, le reste O (V, z) de la précédente division, se 
réduit identiquement à zéro pour 3 = z9. Alors, par un 
raisonnement déjà employé, nous concluons que le même 
reste est nul pour z—z,,et l'on a 


L10 4, tr = © UN. 2 IL V 2) 
Maintenant nous avons supposé que V, est une racine 
de l'équation (8); on a donc 
à 3 (V; ) ex =. Zi , 


ce qui est impossible, puisque V, est racine de l’équa- 
tion (5), et que z, est différente de z,. 

Nous concluons de là que l’équation (7) est irréductible, 
en sorte qu’elle devient l'équation résolvante, après l’ad- 
jonction de z,. Le système conjugué propre à l'équation 
proposée se compose alors des y: substitutions qu'on exé- 
cute en remplaçant V, par chacune des quantités (6) 
dans la permutation des racines 


PA A AN PREUTA à PORN ART A AT 


D'ailleurs les quantités (6) sont celles des racines de 
l'équation (5) qui appartiennent à la résolvante primi- 
tive; donc les substitutions dont nous venons de parler 
sont celles par lesquelles la valeur numérique z, de la 
fonction F(ao: æN eux, 1] reste inyariable. 


572. Taéorème VIT. — Le nombre p étant premier, 
soit y = pp l’ordre du système conjugué G propre à une 
équation f(x) = 0. Si lon peut former avec p. substitu- 
tions de Gun système conjugué T qui reste invariable 
quand on exécute dans les cycles de toutes ses substitu- 
tions les diverses substitutions de G, il suffira d'extraire 
la racine p*" d’une certaine quantité rationnelle, et 


4o. 


628 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
d’adjoindre cette racine p”"° à l’équation, pour que T 
devienne le système propre à cette équation. On suppose 


que les racines p*"** de l'unité font partie des quantités 
précédemment adjointes. 


Soient 


(1) ESS Sr de UD 


REX 
ol 


les substitutions du système T°, et T une substitution 
de G qui n’appartienne pas à F; on aura, par hypothèse, 
quel que soit r, 


(à) TS; 1 — 6, 

j étant un indice convenablement choisi. Si le système des 
puissances de T, 

(3) TNT SNA TE 

d'ordre t, a quelques substitutions communes autres que 
l'unité avec le système (1), soit T°” la plus petite puissance 


de T contenue dans ce système. En multipliant les sub- 
stitutions (1) par les substitutions 


r 2 G — 1 
1, TL, T°, INR 


on obtiendra les ua produits 


| T, Si; Das L L] APE 
T, Ho TS AENETS 
: U. —13 
(4) 
0) 9 PLIV EM toLR ES. 01 © 9199 0" 1e) » pie Late Le © Q Ctuda"pe ? L] 
D — rx — 1 
AUS EE CROP Éoer LR: 2 


qui seront distincts, car si l’on avait 
T: Se 2 HS; ; 
on en conclurait 


TS Sn 
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ce qui ne peut pas avoir lieu, puisque la substitution S,S; 
fait partie du système (1), tandis qu'il n’en est pas ainsi à 
l'égard de Ti à cause de j La. Ensuite le produit de 


deux quelconques des substitutions (4) peut ètre ramené 
par la formule (2) à la forme 


TS +ÉS, ou T* SIN 


h étant x, et ce produit est l’une des substitutions (4). 
Ces substitutions forment ainsi un système conjugué 
d'ordre pa; elles sont d’ailleurs contenues dans le sys- 
tème G dont l’ordre est pp, donc up est divisible par ux 
etp par &; il s’ensuit que « est égal à 1 ou àp, puisquep 
est un nombre premier. Si & — 1, la substitution T'appar- 
tient à l’, ce qui est contraire à l'hypothèse. Ainsi & = p; 
mais alors le système (4) contient up substitutions, et, 
par conséquent, il n’est autre que le système G. Les puis- 
sances de T contenues dans [sont donc 


IA TP CUP MEET UE, 
et l’on a 
TPE Y: 
on a d’ailleurs évidemment 
(&â—1)p—=ou<t—1, Âp—=agt, 
q étant un entier, ce qui exige que g— 1, en sorte que 
l’ordre de la substitution T est nécessairement égal à p 
ou à un multiple de p. 

Cela posé, soit O une fonction rationnelle des 7 ra- 
Cines Los L1s Las e + +9 Xn1 de l'équation f(x)—o, telle, 
que les 1.2.3...n fonctions qu'on en déduit ‘par les 
substitutions aient des valeurs numériques inégales. 
Exécutons sur cette fonction les u substitutions (1) de F 
et désignons par 


(3) GO OMS SO. 


J 
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les résultats obtenus. Prenons enfin une fonction ration- 
nelle et symétrique 8 des . quantités (3); on pourra faire, 
par exemple, 


(4) 6—(e—6,)(8 —6)...(8 —0,_;), 


O désignant ici une indéterminée. 

La fonction 0 est invariable par les substitutions de T., 
mais elle varie par toute autre substitution ; exécutons 
sur cette fonction les puissances de la substitution T, 
savoir : 

HOT, CT RAR OTrTO 
et désignons par 6; le résultat obtenu par la substitu- 
tion T°, Représentons aussi par a une racine de l’équation 


ÆP — 1 
——— — O0 
EE | 


el posons 
(00 + aie Di. part 0, = 0 ; 


la fonction ( est évidemment invariable par la substitu- 
tion T qui a pour effet de déplacer circulairement les 
quantilés 

0, Ds Verne 015 


elle ne varie pas non plus par les substitutions de F, 
car on a 
0; — 4, 65, 
et, en exécutant une substitution 5, s 
S;0; = S;T' Gi TS Ge Ti 0 


On peut conclure de là que la fonction @ est invariable 
par toutes les substitutions du système G qui est actuelle- 
ment propre à l’équation proposée. Il s'ensuit que la 
valeur de { est actuellement connue; si donc on adjoint à à 
l'équation le radical 

Va, 
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la fonction 


+ ab + ab, +...+ ap 10, —YQ 


sera connue. | 
Les seules substitutions qui laissent cette fonction in- 
variable sont celles de F, et, par conséquent, d’après le 


théorème VI, T devient, par l’adjonction de YQ, le sys- 
ième conjugué propre à l’équation. 


Disie Les propositions que nous venons d'établir per- 
mettent d'aborder la solution de ce problème : 


Dans quel cas une équation est-elle résoluble par 
radicaux ? 


À cet effet, Galois observe que dès qu’une équation est 
résolue, une fonction quelconque de ses racines est 
connue, même lorsqu'elle n’est invariable par aucune 
substitution. En conséquence, le système conjugué propre 
à l’équation ne contient plus alors que la seule substitu- 
tion identique, celle qui est égale à l'unité. 

La solution du problème qui a pour objet la résolution 
d’une équation doit donc consister dans l’abaissement suc- 
cessif de l’ordre du système conjugué propre à l’équation. 


« Suivons, dit Galoïs, la marche des opérations pos- 
» sibles dans cette solution, en considérant comme opé- 
» rations distinctes l'extraction de chaque racine de de- 
» gré premier. 

» Adjoignons à l'équation le premier radical extrait 
» dans la solution. Il pourra arriver deux cas : ou bien, 
» par l’adjonction de ce radical, l’ordre du système con- 
» jugué propre à l'équation sera diminué (*); ou bien, 


(*) J’indique par des italiques les légers changements que nécessite ici 
l'emploi exclusif des systèmes de substitutions que nous avons adopté, au 
lieu des groupes de permutations dont Galois fait usage. 


pan 
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» 


cette extraction de racine n'étant qu’une simple pré- 
paration, le système propre à l’équation restera le 
même. 

» Toujours sera-t-il qu'après un certain nombre fini 
d’extractions de racines, l’ordre du système propre à 
l'équation devra se trouver diminué, sans quoi l’équa- 
tion ne serait pas soluble. 

» Si, arrivé à ce point, il y avait plusieurs manières 
de diminuer l’ordre du système propre à l’équation 
proposée par une simple extraction de racine, il fau- 
drait, pour ce que nous allons dire, considérer seule- 
ment un radical du degré Ie moins haut possible parmi 
tous les simples radicaux, qui sont tels, que la connais- 
sance de chacun d’eux diminue l’ordre du système 
propre à l'équation. 

» Soit donc p le nombre premier qui représente ce 
degré minimum, en sorte que par une extraction de 
racine de degré p on diminue l’ordre du système propre 
à l'équation. | 

» Nous pouvons toujours supposer, du moins pour ce 
qui est relatif au système propre à l'équation, que, 


parmi les quantités adjoïintes précédemment à l'équa- 


tion, se trouve une racine p””* de l'unité. Car, comme 
cette expression s'obtient par des extractions de racines 
de degrés inférieurs à p, sa connaissance n’altérera en 
rien le système propre à l'équation. » 


On voit ici toute l'importance des théorèmes III et IV. 
P 


Dans l'hypothèse admise, le système conjugué propre à 
l'équation qui est actuellement G se réduit à un système T 
d'ordre inférieur ; il en résulte, d’après les théorèmes TI 
et IV (corollaire), que l’ordre de Test un diviseur de 
l’ordre G, et que ce système reste invariable quand on 
exécute dans les cycles de toutes ses substitutions l’une 
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quelconque des substitutions de G. Et, réciproquement, 
d’après la proposition VII, G étant le système d'ordre 
y = up actuellement propre à l’équation, si l’on peut 
trouver un système [d'ordre y: qui soit contenu dans G, 
et qui reste invariable quand on exécute les substitutions 
de G dans les cycles de toutes ses substitutions, F devien- 
dra, par l'extraction d’une racine p*”"* et par l’adjonction 
de cette racine, le système propre à l'équation. 

Ainsi ces propositions découvertes par Galois, et dont 
nous avons donné des démonstrations complètes et rigou- 
reuses, indiquent la condition nécessaire et sufhsante 
pour l’abaissement de l’ordre du système conjugué propre 
à l'équation. 

Cet ordre ayant été abaissé une première fois par l’ad- 
jonction d’un radical, on peut raisonner sur le nouveau 
système conjugué comme sur le précédent, et il faudra 
qu'il se réduise aussi de la même maniére, et ainsi de 
suite, Jusqu'à ce qu'on arrive à un système qui ne con- 
uenne plus que la seule substitution égale à l’unité. 


974. IL est aisé d'observer cette marche, comme l’a re- 
marqué Galois, dans la résolution connue de l'équation 
générale du quatrième degré. 

Soient 

AU Cl 


les racines. Le système conjugué G propre à l'équation 
est ici le système des 1.2.3.4 — 24 substitutions des 


quatre racines, et on l’obtient {n° 431), en faisant le pro- 
duit des quatre systèmes, 


a; b)(c , d), 
a;c)(b,d), 
Dico ds ci 
b 


» (a, 
2 
74 
(È, ce). 


F; 
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L’équation dont il s’agit se résout au moyen d’une équa- 
tion du troisième degré, laquelle exige l’extracuüon d’une 
racine carrée. Dans la suite naturelle des idées, c’est par 
cette racine qu’il faut commencer. En adjoignant cette 
racine carrée à l'équation proposée, on réduit à 12 (théo- 
rème VIT) l’ordre du système conjugué propre à l’équa- 
tion, lequel devient alors égal au produit des trois 
| l (a, b) (c; d); 
1, (a,c)(b,d), 
1 (DD di D te 


Maintenant, par l’exiraction d’une racine cubique, on 
réduira à 4 l’ordre du système propre à l’équation; ce 
système est le produit des deux 

l; (a, b) (c, d), 

T (a, c) (b, d). 
L’extraction d’une racine carrée réduira à 2 l’ordre du 
système, qui deviendra aïnsi 

1, (a, b)(c, d); 
enfin, par une dernière extraction de racine carrée, le 
système propre à l’équation se réduit à l'unité; alors 
l’équation est résolue. 


Suite des recherches de Galois. — Application aux 
équations crreductibles de degré premier. 


515. lies applications de la théorie que nous venons 
d'exposer offrent encore bien des difficultés (*). Nous 





(*) M. C. Jordan a présenté récemment à l’Académie des Sciences des 
recherches nouvelles sur Ce sujet, mais son Mémoire n’a pas encore été 
publié. | 
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nous bornerons à celle que Galois en a faite aux équa- 
tions irréductibles dont le degré est un nombre premier. 


Lemme. — Une équation irréductible de degré pre- 
mier ne peut dévenir réductible par l’adjonction d’un 
radical dont l'indice serait autre que le degré méme de 
l'équation. 


En effet, supposons que l’équation irréductible 
(1) ARE 0 


de degré premier 7, devienne réductible par l’adjonction 
d’un radical, Comme l’extraction d’une racine de degré 
composé se ramène à des extractions successives de racines 
de degrés premiers, on peut supposer que l'indice du 
radical dont il s’agit est un nombre premier. Seulement, 
si la quantité soumise à ce radical ne fait pas partie des 
quantités actuellement connues, on devra la regarder 
comme adjointe à l'équation. 

Cela posé, soit m le plus petit nombre premier tel, 
que l’équation (1) devienne réductible par l’adjonction 
d’une racine d’une équation de la forme 


(2) 2 À, 


,À étant une quantité connue ou une quantité dont l’ad- 
jonction laisse l'équation (1) irréductible. Les racines de 
l'équation 
(67 2 —© T 


peuvent être regardées comme faisant partie des quantités 
connues, en ce sens que ces racines s’obtiennent par des 
extractions de racines de degrés inférieurs à m, et que, 
d’après notre hypothèse, leur connaissance ne suflit pas 
pour effectuer la réduction de l’équation. | 

Soient r une racine de l’équation (2) et « une racine 
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primitive de l'équation (3); les racines de l'équation (2) 
seront 

DU SONT ARE Te 
Maintenant, si l’adjonction de 7 réduit l'équation (1), 
soit o(x, r) le diviseur irréductible de f(x) qui a le 
moindre degré; le polynôme f(x) sera divisible par cha- 
cune des fonctions 


o(x, P)5 o(x, RASE o(x, are l à E 


Le produit de ces diviseurs est une fonction symétrique 
des racines de l'équation (2), et, par suite, il est expri- 
mable rationnellement par les quantités connues ; d’ail- 
leurs ce produit ne peut s’annuler que pour les valeurs 
de x qui satisfont à l'équation (1); donc, puisque cette 
équation est irréductible, le produit dont il s’agit est né- 
cessairement une puissance de f(x), et lon a 


(4) [f(x p(xir).o(x, ar)...o(x, air). 
Si les deux équations 
p(x, PA à LAVE Tr) == 0 


ont une racine commune, elles ont toutes leurs racines 
communes; Car, si le contraire avait lieu, les premiers 
membres de ces équations auraient un diviseur commun, 
d(x,r) qui serait rationnel relativement aux quantités 
connues, et (x, r) ne serait pas le diviseur de f(x) du 
degré minimum. 
Alors, si l’on extrait la racine g”"° des deux membres 

de la formule (4), on aura un résultat de la forme 


(ET PAT (roro (x ur) A O7) TES en 


@, 6,...,e désignant des racines de l'équation (3). Mais 
le degré de f (x) étant un nombre premier, la formule (5) 
ne peut avoir lieu que si les polynômes 4 sont du premier 
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degré, et la formule (4) montre que m est divisible par # ; 
d’ailleurs m est premier, donconam=—n. 


Corozzaire. — Une équation irréductible de degré 
premier ne peut devenir réductible à moins que le sys- 
tème conjugué qui lui est propre ne se réduise à la seule 
substitution égale à l’unité. 


En effet, d’après Le lemme précédent, si l’équation pro- 
posée se réduit, son premier membre se décompose en 
facteurs linéaires, et, par suite, elle se trouve résolue. 


976. Il nous reste à faire connaître les théorèmes par 
lesquels Galois a exprimé la condition de résolubilité des 
équations de degré premier. 


Taéorime I. — Si une équation irréductible f (x) = 0, 
d'un degré premier n, est résoluble par radicaux, ses 
n racines pourront étre représentées par x, | l'indice z, 
pris suivant le module 7, devant être réduit à l’un des 
nombres 0, 1, 2,..., (n —1)], de telle manière que le 
système conjugué actuellement propre à l’équation ne 
renferme que des substitutions linéaires et entières, 


. . Jaue A2: 0 
c'est-à-dire des substitutions de la forme }» 


LA 


a et b étant des constantes. 


En effet, l’adjonction successive de quantités radicales 
réduira, par hypothèse, à l'unité le système conjugué 
propre à l'équation, et, d’après le lemme précédent, cette 
équation restera irréductible jusqu’à la dernière adjonc- 
tion. Celle-ci, qui est celle d’un radical d'indice #7, opère 
non-seulement la réduction, mais encore la résolution de 
l'équation (n° 575), et, d'après le théorème du n° 568, 
elle divise par 2 l’ordre du système conjugué propre à 
l'équation. 


638 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

Donc, immédiatement avant d’être réduit à l'unité, 
l'ordre du système propre à l’équation sera égal à ». 
Mais, quand l’ordre d’un système conjugué, relatif à un 
nombre premier z de lettres, est égal à 7, le système 
se compose des puissances d’une substitution circulaire 
d'ordre n (n° 414, corollaire HT); donc l’avant-dernier 
système propre à l’équation sera formé par les puissances 
d'une substitution qui sera représentée par 


MR 
Z à 


si les 2 indices ont été convenablement distribués entre 
les 7 racines. En d’autres termes, le système dont il s’agit 
se composera des 7 substitutions linéaires de la forme 


es 


où l’on doit donner à b n valeurs congrues aux nombres 
0, I, 2 Léo AE) 


suivant le module 7, les indices étant pris, comme nous 
l'avons dit, suivant le même module. 

Cela posé, je dis qu'en remontant de cet avant-dernier 
système jusqu'à celui qui est actuellement propre à l’é- 
quation, on ne rencontrera dans chaque système que des 
substitutions linéaires et entières de la forme 


az D 
dy 


Cette proposition étant établie à l'égard de l’avant-dernier 
sysième, il nous suffit de démontrer que si elle a lieu pour 
un système quelconque |, elle subsiste pour le système G 
qui précède immédiatement [ dans l’ordre des réduc- 
tions. À cet effet, remarquons que si L n’est pas l’avant- 
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dernier système, il renferme néanmoins les substitutions 
de celui-ci; soit S; l’une d’elles, on aura 
/z+ 6 
S; Er \ L] 
Z 

6 étant l’un des nombres 1, 2, 3,..., (2 —1). Mainte- 
nant, si l’on désigne par T l’ure quelconque des substi- 
tutions de G, on aura, quel que soit z, par le théorème 


du n° bG9, 
EST — SE OÙ Or ST; 


S; étant une substitution de T°: cette égalité exprime que 
S; est une substitution semblable à S;; en conséquence, 
cette substitution est circulaire. Or, d’après notre hypo- 
thèse, le système T ne renferme que des substitutions 
linéaires et entières ; il s’ensuit que ce système ne peut 
avoir deux substitutions circulaires $, et S; d'ordre 7 qui 


ne seraient pas puissances l’une de l’autre, car autrement 
il contiendrait les n° produits de la forme S7 SE qui 
seraient tous distincts, et cela est impossible, puisque le 
nombre total des substitutions linéaires est seulement 
n (n —1). AinsiS; est une puissance de S;, et l’on a 

“ad ( Z + ie) 
Posons 


on aura 


Le 
ui 


Z 


F(z2+6 F 
= (z , sr= | Fa 
et, par conséquent, 

F(z6)= EG) +e; 


si l’on remplace z successivement par z+6,z+26,..., 
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z + 26, il viendra 
F(z2+926)—F(2+6)+ a—F(z)+2a, 
re +6)+2a—"F(z) + 5a, 


Heu +6)+(Z—i)a=F(z) +Za; 
enfin, si dans la dernière de ces égalités on pose 6 — 1, 
+ D: 0) 00e 

F(Z)—= az + b, 
a et b étant des constantes. Ainsi le système G ne ren- 
ferme que des substitutions de la forme 


( + 1) 


Cette conclusion s ‘applique en particulier au système qui 
est actuellement propre à l: équation. 


917. Tnéorime II. — Réciproquement, si le système G 
actuellement propre à l'équation trréductible (Le) — 0 
de degré premier n ne renferme que des substitutions de 


la forme 
az + bd 
? 
\ 4 
l'équation est résoluble algébriquement. 
En effet, désignons par & une racine de l'équation 
LS 


(1) F PERTE: ge 


et par rune racine primitive pour le nombre premier », 
posons en outre 

AIME (TI EU | rs +... ah NE 

De Die (To + AL + LL, +... + Lu A HER 
(2) Nu Pr (To —- GLrs me &°Lope —+ CC] —+ CRE PTS 


euehe e/+0é 2, pUER s)180 4,0 + eo 47e es hle, © eue ess eur Mie © 006 ROSE rRS 


DEEE (a RL nee HT ne he 0 ae 


CO 


farn—2 
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Toute substitution du système G est le produit d’une 
puissance de la substitution 


(3) (ae 


par une puissance de la substitution 


(4) (5) 
Les quantités 


(5) Xi, Xe, Xe...) De 


sont invariables par la substitution (3) (n° 482), et elles 
sont déplacées circulairement par la substitution (4); 
donc toute fonction £ des quantités (5), qui reste inva- 
riable par la substitution (4) effectuée sur les indices des 
fonctions X, est une fonction des racines xs, X1,..7, 
%h_1 Qui est invariable par les substitutions du système G; 
par conséquent (n° 566), cette fonction est rationnelle- 
ment connue. 


En particulier, si l’on désigne par À une racine de 


l'équation 


(6) VOIE NTE 70 
et que l’on fasse 


PROC ASE ee KO TRE o 





2 


la quantité sera connue; donc la quantité 


1, 


X: PA Xr LES X,2 + ,., + A2 X n-2 == dk VE 


sera elle-même connue après l’extraction d’une racine de 
degré n —1. 

En prenant successivement pour À chacune des racines 
de l'équation x"! — 1 —'o, on aura 7 — 1 équations qui 
feront connaître les quantités (5); ensuite, si l’on extrait 
la racine n°"° des équations (2), on aura un système de 
n—1 équations du premier degré qui détermineront 

II. 41 
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les z racines x puisque la somme de ces racines est con- 
nue. 


Ainsi l’équation proposée est résoluble algébriquement 
dans notre hypothèse. 


978. Au moyen des théorèmes qui précèdent, Galoïs a 
pu énoncer, comme il suit, la condition de résolubilité 
des équations irréductibles de degré premier. 


Taéorbme TI. — Pour qu'une équation irréductible 
de degré premier soit résoluble par radicaux, il faut et 
il sufhit que la résolvante de Lagrange ait une racine 
rationnelle. 


En effet, cette résolvante de degré 1, 2, 3,...,(rm—2) 
a pour racines les diverses valeurs que prend, par les 
substitutions des racines x, une fonction symétrique des 
quantités (5) du n° 77, par exemple la fonction 


CRT OS ee MARNE PERS 


où X représente une indéterminée. Or, il résulte des 
théorèmes I et IT que si la proposée est résoluble, cette 
quantité est connue quel que soit X; donc la résolvanie 
dont elle dépend doit avoir une racine rationnelle. 
Réciproquement, si la résolvante a une racine ration- 
nelle, la proposée est résoluble, car, dans ce cas, la fonc- 
ton que nous venons de considérer est connue quel que 
soit X : c’est la racine rationnelle de la résolvante; or 
cette fonction n’est invariable que par les seules substitu- 


k az + d ‘ Hs 
tions de la forme ) donc le système propre à l’é- 


quation ne renferme que de telles substitutions (n° 571), 
et, par conséquent (n° 517), l'équation proposée est réso- 


luble. 


919. La condition de résolubilité que nous venons de 
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trouver peut encore être formulée d’une autre manière : 
tel est l’objet des propositions suivantes. 


Taéorëme IV. — Si une équation irréductible de de- 
gre premier n est résoluble par radicaux, les racines 





sont toutes exprimables en fonction rationnelle de deux 
quelconques d’entre elles. 


En effet, d’après le théorème I, le système conjugué 
qui est actuellement propre à l'équation ne renferme que 


ne az + b 
des substitutions de la forme ( À + Or, une telle sub- 


stitution, qui ne se réduit pas à l'unité, déplace les nr in- 
dices si a —1, ei elle déplace 7 —r indices si & est 
différent de 1. Il résulte de là que si l’on adjoint à l’équa- 
tion deux racines 

si Le 


Læ) ? 


le système propre à cette équation ne pourra plus con- 
tenir que la seule substitution égale à l'unité; car, d’après 
le théorème du n° 971, les substitutions de ce système ne 
peuvent déplacer les indices æ& et 6. Donc les racines x, 
et x, étant regardées comme connues, toutes les autres 
racines sont en mème temps rationnellement connues. 

580. Taéorëme V. — Réciproquement, si toutes les 
racines d'une équation irréductible de degré premier 
sont exprimables rationnellement en fonction de deux 
quelconques d’entre elles, l'équation est résoluble per 
radicaux. 


En effet, soient x,, x; deux racines quelconques de 
l'équation proposée 
(1) | a) es di 

Soient G le système conjugué actuellement propre là 


l'équation, F ce qu’il devient après l’adjonction de x, et 


4t. 
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avant celle de Top Soit aussi 
(2) LIVE "0 
l'équation irréductible que nous avons nommée résolvante 
et dont le degré exprime l’ordre du système G. 

L’équation (2) devient réductible par l'adjonction 
de x,, car soit V, l’une de ses racines, x, est exprimable 
en fonction rationnelle de V, ; et si l’on pose 

L, tA Ÿ ( Vo) 


on pourra supposer (n° 482) que d soit une fonction 
entière de degré inférieur à F (V). La racine V, est ainsi 
commune à l'équation 


UNIES 0 


et à l'équation (2), par conséquent celle-ci cesse d’être 
irréductible. Mais alors la réduction s'opère (n° 568) 
par la décomposition de F (V) en p facteurs du même 
degré, p étant un diviseur du degré de l’équation auxi- 
liaire irréductible dont dépend la racine adjointe. Ici 
celte équation auxiliaire n’est autre que la proposée elle- 
mème dont le degré est le nombre premier #2; par consé- 
quent on a p—n. Ainsi l'ordre du système L est la 
ne partie de l’ordre de G. 

Passons à l’adjonction de la racine x’. La racine x, fai- 
sant actuellement partie des quantités connues, la ra- 
cine X4, quil reste à adjoindre, est racine d’une équation 





irréducuble 
(3) Ji(æ, % 0, 
; x 
dont le premier membre est égal au quotient A Sa I ou 
œ 


à un diviseur rationnel de ce quotient, et. par hypothèse, 
l'adjonction de x, doit réduire à lunité le système propre 


à l’équation, lequel est actuellement T. Mais, en vertu 
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u théorème du n Dar l’adionction dont il s'asi 
du th du n° 568, par l’adjonction dont il s'agit, 
l’ordre du système propre à l'équation est divisé par un 
acteur #72 du degré de l’équation auxiliaire, lequel est au 
fact du degré de l’éq , leq 

plus égal à 7 — 1; donc l’ordre de F est égal à m, et par 
suite l’ordre de G est égal à 7m. 

Le système G ne peut renfermer une substitution qui 
aisserait deux indices immobiles, car les racines étan 
] td d biles, Il tant 
exprimables rationnellement par deux quelconques d’en- 

tre elles, supposons que l’on ait 


&, — p(r Ze) xt, Te) PE Dr, Te): A La 


les différences 





RAS 
T, pre Te) Ts 


XL (Lo Te) RE 

sont actuellement connues, puisqu'elles sont nulles; or 
une substitution autre que l'unité, qui laisserait immo- 
biles les indices « et 6, ferait varier quelques-unes de 
ces différences. Une telle substitution ne peut donc 
appartenir à G (n° 566), et, par suite, à . 

Maintenant le système [se compose de celles des sub- 
stitutions de G qui ne déplacent pas l'indice & (n°571); 
donc il y a dans G, outre l'unité, #1 — 1 substitutions qui 
laissent l'indice & immobile, et, comme on peut en dire 
autant des autres indices, on voit que le système G ren- 
ferme (m—1)n+1 où mn—{(n—1)substitutions qui ne 
déplacent pas simultanémentles #7 indices. Donc le nombre 
des substitutions de G qui déplacent tous les indices est 
égal à ñ — 1; je dis que ces substitutions sont circulaires 
et puissances les unes des autres. En effet, soit T l’une 
de ces substitutions; décomposons-la en cycles, et soit 


He CC CE ee 
l'ordre de T est un diviseur de 7m; si donc T ne se ré- 


duit pas à un cycle unique d'ordre n, l’ordre de cette 
substitution sera égal à un diviseur d de m. Dans notre 
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hypothèse la substitution T déplace toutes les racines, 
elle n’a donc pas de cycles du premier ordre, et elle est 
irrégulière, puisque le nombre » des lettres est premier. 
Soit d l’ordre du cycle le moins élevé : la substitution gé 
laissera deux lettres au moins immobiles, donc elle ne 
peut appartenir à G; par conséquent la substitution T 
ne peut elle-même faire partie de G..: 

Aïnsi le système G renferme une substitution circu- 
laire T de l’ordre n, et les puissances de T sont les seules 
substitutions de G qui déplacent tous les indices. Alors, 
si l’on désigne par 
(1) LS 0 Tee FELMRR SEEN 
les substitutions de T°, on obtiendra le système G en mul- 
tipliant les substitutions (1), soit à droite, soit à gauche, 
par le système conjugué 
(2) | Li D El 
formé des puissances de T. Deux des produits ainsi obte- 
nus sont en effet distincts et ils font partie de G. 

Cela étant, on peut distribuer les indices 0, 1, 2,... 
des lettres x de manière que la subsütution T soit 


pe Bu 
Z 


Désignons alors par 
U— (f En 


une substitution quelconque de G ; la substitution UTU-‘ 
semblable à T fait partie de G, elle ést circulaire, et elle. 
coïncide, d’après ce qui précède, avec l’une des puissances 
de T'; ainsi l’on a 

UTU—'— "1 ou UT— TU, 
a étant un exposant convenable. Cette égalité revient à 


F(z+1)=F(z2) + a; 
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remplaçant successivement z par z+1,z+2,..., z+7, 
on trouve 
) F(z+Z)=F(z) +az; 
faisant enfin z — 0, F(o) — b, il vient 

F(Z)—aZ +6: 


ainsi le système G ne renferme que des substitutions de 
la forme az + b; donc l’équation proposée est résoluble 
d’après le théorème IT. | 

981. La théorie que nous venons d'exposer fournit une 
démonstration nouvelle de l'impossibilité de résoudre 
algébriquement les équations générales au delà du qua- 
trième degré. Effectivement, dans le cas de l’équation gé- 
nérale du cinquième degré, la condition du théorème IV 
n'est pas remplie, et par conséquent l’équation n’est pas 
résoluble. L’impossibilité de résoudre l’équation générale 
du cinquième degré entraîne d’ailleurs la même impossibi- 
lité à l’égard des équations générales de degré plus élevé. 


Recherches de M. Hermite. 


982. Il ne sera pas inutile de présenter ici une analyse 
remarquable que M. Hermite m'a communiquée, et qui 
a pour objet la démonstration de ce théorème de Galois : 
. Étant données deux quelconques des racines d’une 
équation irréductible de degré premier, soluble. par 
radicaux, les autres s’en déduisent rationnellement. 


‘Lemme E. — Soient 
FU2YEE 6 
une équation irréductible de degré quelconque n, et 


La Bts AU SON PDT À 


ses nm racines, Si toutes les fonctions des racines in= 
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variables par les substitutions de la forme x, Xrs: 


k 
suivant le module 7) sont rationnellement connues, on 
pourra déterminer rationnellement une fonction en- 
tière 6 (x) du degré n — 1, telle que l’on ait 


k +1 2.180 ; : . . 
ou } (les indices étant pris, comme fait Galois, 


ti p(Xo)s Li p(xi),. > Thyy = p(æx);. ss Ln—i — g(æo). 
On à. en effet, 
F(T)=—= (2 0) (2 — 2),...,(T 2,4) 


Anh 
et, si l’on pose 





222 F(x) LA F(x) La 
AÉ SE ch Fe (a) + rural à Ga) He... 
F(x) di 
+ 


NE Re 2 NUE | 
LC — LT F (Æn_1) 


il est évident que (x) sera une fonction entière du de- 
gré n — 1 en x et que ses coeflicients seront des fonctions 
des racines invariables par les substitutions de la forme 
Lr, Lix13 On Voit aussi immédiatement que l’on a 


pin), p(r)—=2,..., 
ce qui démontre la proposition énoncée. 


583. Lewwr IL. — Siune équation irréductible de de- 
gré premier n est telle, que toutes les fonctions des ra- 
cines invariables par les substitutions de la forme x;, 
Li41, €t de la forme x, Tps P désignant une racine 
primitive de n, soient rationnellement connues, on 
pourra déterminer rationnellement une fonction en- 
tière o(x) de degré n —1, telle que l’on ait 


(ci + x, a Nas He HNTIX n-3 Vz == 9 (#0) 


(ec: + AT 4 + KE sp ss. HN 2 Fe 9 (is 


ee ee .... 9 @ Se s 19e @'e ose 4 6 2087, 0610 ur, RICO ROZ 


pi —+- NE nt HN ne) — 9 (HS 
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les indices étant pris toujours suivant le module n et À 
désignant une racine de l'équation binôme X"71 = x. 


Pour démontrer cette proposition, nous ferons voir que 
le système des équations linéaires ainsi posées entre les 
coeflicients indéterminés de la fonction y n’est pas altéré 
lorsqu’à la place d’une racine quelconque x, on met xy41 
et aussi quand on remplace x, par Te 

Le premier point est évident, puisque chaque équation 
se déduit de la précédente en ajoutant une unité aux 
indices des racines, et qu’en opérant de la sorte sur la 
dernière on reproduit la première. 

Le second point se vérifie aussi immédiatement par 
rapport à l’équation 


(a + kx, + Vas +... + NE a) re): 
car la (nr — 1)°"° puissance de la fonction linéaire 
L' —+ kæ, —+ Mas + . . + NE 


ne change pas quand on multiplie cette fonction par À ; 
or cela revient à multiplier les indices des racines par p, 
ce qui ne change pas non plus le second membre ® (xs). 
Mais les autres équations du système ne se comportent 
plus de même. Dans l’une quelconque d’entre elles 


(ip, Ar Le HV Hi Ne nn) q(Tu)s 


pa 

faisons &« —=p"# (mod. 7), ce qui est possible, puisque « 

ne recoit plus la valeur zéro; il viendra 

A) (rion FAR ou Parsons 
HAT) 9 (Cob)» 

et, en multipliant les indices par p, 


Tr] e2 
router HT 2 ut HU LP RÉEL ASE 
NE nee e (mont). 


(2) | 
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Or la (72 —x1)°"* puissance de la fonction linéaire 
$ 2x) 
Top Fi on ms À LH pH TI —+- ... —+- 2 Li pl 


ne change pas quand on multiplie cette fonction par À; 
au lieu de l'équation (2) on peut donc écrire la suivante : 


; +: 
ont pb ti NE ÀT QUE Se FH pti de 
7 m NP mere) — (&,p+) à 


Or, en remarquant que p"-!=1 (mod. 7), on reconnaît 
que celle-ci se déduit de l'équation (1) par le changement 
dewenp+:. 

Il suit de là que la substitution x;, x x ne fait que per- 
muter circulairement nos équations, rangées, à partir de 
la deuxième, suivant l’ordre des valeurs croissantes de 
En les résolvant par rapport aux coeflicients de 4, on sera 
conduit à des fonctions rationnelles des racines, inva- 
riables par les substitutions x;, x141 et 4, UT de sorte 
que ces coefficients s’exprimeront bien rationnellement, 
comme nous l’ayons anoncé. Notre lemme est donc 
démontré, et on en déduit le suivant : 


984. Lemme IL. — Si une équation de degré premier 
est résoluble algébriquement,. l'équation de degré 
moindre d'une.unité, qu'on forme en: divisant son pre- 
mier membre par un de ses facteurs linéaires, appar- 
tient à la classe des équations abéliennes. 


En effet, relativement à l'équation de degré 71, 
qu'on obtient par:la suppression du‘ facteur x "+, et’ 
dont les racines ont été représentées par 


3 09 


L 


Lo F0? 020 ? . 


on connaît rationnellement la fonction résolvante 


(Kine F> ze F4 ME ste ER . « HAT Æ nt a) à 


989. Les trois lemmes que nous venons de démontrer 
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e 9, . A 'A4 , 
permettent maintenant d'établir très-aisément le théo- 
rème que nous avons en vue. Faisons, pour un instant, 


XL: 


Tok+ œ 


Puisque nous connaïssons (lemme IIT), en fonction ra- 
tionnelle de x, , l'expression : 


(Xo+ XX HAX:, +. HA X, rt, 


nous devons pareïllement regarder comme connue toute 
fonction rationnelle des racines X,, invariable par les 
substitutions de la forme X;, X7,1. Ceci nous place dans 
les. conditions du lemme I; ainsi nous pouvons former 
une fonction © telle, qu'on ait généralement 


Xp = 9 (X4). 
D'ailleurs, les coeflicients de cette fonction s'exprimeront 


rationnellement par les quantités connues et la racine +, ; 


de sorte qu’en mettant cette racine en évidence, nous 
aurons 


Xi (Xp z,) où ht PT + 9 To) 


Or on peut prendre p*=6, 6 étant un entier arbitraire, 
mais essentiellement différent de zéro ; il vient ainsi 


robe Peer Th): 


Cette équation exprime précisément la relation que 
nous nous proposions d'établir; elle montre très-facile- 
ment comment toutes les racines s'expriment de proche 
en proche, au moyen des deux racines: arbitraires LR 


Te, et met immédiatement en évidence dans quel ordre 


elles naissent ainsi les unes des autres. 


986, Il est aisé de démontrer que, réciproquement, la 


relation précédente, admise entre trois racines x, Æ, 6» 


652 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
A ’4 . L 9 #’ . 

T,+,65 entraine la résolution par radicaux de l’équation. 

À cet effet, soient 8 une racine de l’équation binôme 

JS sel 

F (0) = (xo + 0x + xs +... + 0 tx 4)" 

la fonction résolvante de Lagrange. D’après la propriété 
caractéristique de cette fonction, on pourra, sans altérer 


sa valeur, ajouter aux indices des racines un nombre 
entier arbitraire &, et écrire 


F(9)= (x, + QAR OUEN Re Pr 


Cela posé, soit 6 un autre nombre entier arbitraire, mais 
différent de zéro, et prenons 6, de manière qu'on ait 


66 —=1 (mod.z); 
on voit immédiatement que l’on a 
F (0%) (x, +02, Le + ax, og tet ep (nesiye)'4 
et il est clair qu’en employant la relation 
PEER NT (Te y) 


on pourra, par des substitutions successives, transformer 
le second membre en une fonction rationnelle II des deux 
de manière à avoir 


racines x, XL, 65 


F (65e) Sd (To T,+6) 


pour une valeur quelconque de l’indice arbitraire «. 
Cela étant, soit, comme plus haut, À une racine de 
l'équation binôme x"! — 1, la fonction 
[TI (ze) ze) +MI(x,, Tux p8) 
HN (rs Tige) eee NOTE, ee)]" 


conserve la même valeur quand on met p6 au lieu de 6, 


SECTION V. —— CHAPITRE V. 653 
c’est-à-dire qu’elle est indépendante de la valeur attribuée 
à 6. Chacun des termes dont elle se compose est d’ailleurs 
indépendant de &; donc, en la transformant, au moyen de 
la relation 

Tape — (rue) Ly)r 


en une fonction rationnelle des deux seules racines de 
ÉLÉ -Acétte fonction devra se réduire à une quantité 


connue. Effectivement, si une fonction 
u —=+} (x, 6) æ,) 


conserve la même valeur, quels que soient les indices & 
et 6, le second indice étant différent de zéro, on peut écrire 


FM ——E 


nin—i)u=Ÿ Dont brniiesatin)e 
v4 Q 
0 I 


relation dont le second membre est une fonction symé- 
trique de toutes les racines xo, Æ1,..., x, _1. 

Il résulte de là que nous pouvons regarder les 7 — 1 
quantités 


[ (ty Te) Il (x, Lit p6) “Hp 11 (x) Ty pn—26) 


comme les racines d’une équation abélienne résoluble par 
l'extraction d’un seul radical de degré 7 —1. Or, ces 
quantités une fois obtenues, nous connaissons, pour 


ième 


toutes les valeurs de 6, excepté 6 — o, la puissance 7 
de la fonction résolvante F (6%); donc, par l'extraction 
de ñn — 1 radicaux du n°"° degré, nous aurons ces diverses 
fonctions résolvantes, et, par conséquent, les racines elles- 
mêmes. On sait d'ailleurs, par une observation d’Abel, 
que ces z — 1 radicaux s'expriment rationnellement en 
fonction de l’un d’entre eux et des quantités sur lesquelles 
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ils portent, quantités qui sont, comme nous venons de le 
dire, les racines d’une équation abélienne. 


Recherches de M. Kronecker. 


987, Je reproduirai ici, en terminant cet ouvrage, la 
traduction textuelle d’un Mémoire de M. Léopold Kro- 
necker, eommuniqué par Lejeune-Dirichlet à la classe 
des Sciences mathématiques et physiques de l’Académie 
de Berlin, le 20 juin 1853. 

« Les recherches entreprises jusqu’à présent sur la 
possibilité de résoudre les équations de degré premier, et 
particulièrement celles d’Abel et de Galois qui ont servi 
de point de départ à tous les travaux ultérieurs sur le 
même objet, ont eu pour principal résultat de conduire à 
deux criterium à l’aide desquels on püt juger si une équa- 
tion donnée est résoluble ou non. Mais, à vrai dire, ces 
criterium ne fournissaient pas la moindre lumière sur la 
nature même des équations résolubles. On ne savait même 
pas si, en outre des équations traitées par Abel dans le 
tome IV du Journal de Crelle, et de celles qui se ramè- 
nent immédiatement aux équations binômes, on ne savait 
pas, dis-je, s’il existait d’autres équations satisfaisant aux 
conditions données de résolubilité. Encore moins savait- 
on former de pareilles équations, et dans aucune recher- 
che mathématique on n’en avait rencontré. Ajoutons que 
ces deux théorèmes bien connus d’Abel et de Galois sur 
les équations résolubles étaient plus propres à en cacher 
la vraie nature qu’à nous la découvrir, ainsi que je le 
montrerai plus particulièrement à l’égard de l’un de ces 
criterium. Le caractère propre des équations résolubles 
restait donc dans une sorte d’obscurité, et le seul travail 
qui jette quelque lumière sur ce point, savoir : une Notice 
d’Âbel sur les racines des équations du cinquième degré 
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à coefhicients entiers, semble avoir été peu remarqué, sans 
doute à cause de son objet tout spécial. Maïs la question 
ne pouvait être complétement éclaircie que par la solution 
du problème suivant : Trouver toutes les équations réso- 
lubles. Car, une fois cette solution obtenue, non-seule- 
ment on peut trouver une infinité de nouvelles équations 
résolubles, mais on a en quelque sorte devant les yeux 
toutes celles qui le sont, et à l’aide de la forme explicite 
de leurs racines on peut trouver et démontrer toutes leurs 
propriétés. 

» À ces remarques sur le but et le résultat de mes re- 
cherches, je dois ajouter que pour rendre la solution pos- 
sible, il fallait encore transformer complétement le pro- 
blème qui vient d’être posé. La manière de formuler la 
question est, en eflet, de la plus grande importance, et 
de peur que la brièveté ne nuise à la clarté, je m’étendrai 
un peu sur ce point. 

» Abel, dans un Mémoire dont nous ne possédons que 
des fragments {t.1[, OEuvres complètes, n° XV), s’est 
proposé, entre autres problèmes, celui-ci : Trouver l’ex- 
pression algébrique la plus générale qui puisse satisfaire 
à une équation algébrique d'un degré donné. Si l'on 
ajoute à cet énoncé ce qui est nécessaire pour rendre la 
question déterminée, il comprend tous les problèmes 
qu'on peut se proposer sur la résolution des équations, 
et il est le plus général qu’on doive substituer à ce pro- 
blèime impossible : Exprimer en fonction algébrique des 
coefficients la racine d’une équation de degré quelcon- 
que. Mais, ainsi qu'on vient de le dire, il fallait rendre 
la question déterminée en précisant la manière dont l’ex- 
pression cherchée doit dépendre des coefficients de l’équa- 
tion ; il convient donc de la poser comme il suit : 


» Trouver la fonction la plus générale de quantités 
données quelconques À, B, C, etc., qui satisfasse à une 
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équation d'un degré donné dont les coefficients sont 
des fonctions rationnelles de ces quantités. 


=» Observons qu’on doit supposer ici l'équation irré- 
ductible relativement à À, B, C, etc., c’est-à-dire que A, 
B, C, etc., restant quelconques, l'équation ne doit pas 
pouvoir se décomposer en facteurs d’un degré moindre 
dont les coefficients soient des fonctions rationnelles de 
A, B, C, etc. Cela posé, le problème précédent peut s’é- 
noncer de cette manière : 


» Étant donné un nombre entier n, trouver la fonc- 
tion algébrique la plus générale de À, B, C, etc., telle 
que, parmi les expressions qu'on en déduit en attribuant 
aux radicaux leurs diverses valeurs, il y en ait n dont 
les fonctions symétriques soient rationnelles en À, B, 
C, etc. 


» Ce nombre 7 est aussi le degré de l'équation qui a 
pour racines les 2 expressions dont on vient de parler : 
dans le cas où il est le premier, Abel, dans le Mémoire 
cité, est parvenu à donner les deux formes suivantes aux 
expressions algébriques cherchées. La première est 


J 2 Lol 


(1) Po + s” + fi(s). sh ir He (s)s 5 





(tome IT des OEuvres complètes, p. 204), où s désigne le 
degré supposé premier de l’équation, p, une fonction ra- 
tiounelle de À, B, C, etc., s une fonction algébrique des 
mêmes quantités, et f; (s) une fonction rationnelle de s 
et de À, B, C, etc. La seconde forme, qu’on trouve à la 
page 190 du même volume, est 

I I L 


(2) Pot RE + RE +...RA 


p— 1? 
où pP, est une fonction rationnelle de A, B, C, etc., et où 
R;, R:, etc., sont les racines d’une équation du degré 
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pu — 1 dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
de À, B, C, etc. M. Malmsten a donné de ces deux formes 
une démonstration étendue (tome XXXIV du Journal de 
Crelle)j, mais qui aurait besoin, si je ne me trompe, d’être 
complétée dans quelques-unes de ses parties. 

» Il est bien vrai que toute fonction algébrique, satis- 
faisant au problème proposé, doit pouvoir se mettre sous 
ces deux formes; mais ces formes sont encore trop géné- 
rales, c’est-à-dire qu’elles renferment des fonctions algé- 
briques qui ne répondent pas à la question. Je les ai donc 
étudiées de plus près, et j'ai trouvé d’abord que parmi les 
fonctions renfermées dans la forme (2), celles qui satis- 
font au problème proposé doivent avoir la propriété non- 
seulement que les fonctions symétriques de R;, R;, etc., 
soient rationnelles en A, B, C, etc. (ce qu'Abel a remar- 
qué), mais aussi que les fonctions cycliques des quantités 
R;, R2, etc., prises dans un certain ordre (*), soient éga- 
lement rationnelles en À, B, C, etc. : en d’autres termes, 
l'équation de degré p—1, dont R;, R:, etc., sont les 
racines, doit être une équation abélienne. J’entendrai 
toujours ici par équations abéliennes cette classe parti- 
culière d'équations résolubles qu’Abel a considérées dans 
le Mémoire XI du premier volume des OEuvres com- 
plètes, et dont je supposerai les cocflicients fonctions ra- 
tionnelles de A, B, €, etc. En désignant par x, æ:,..., 
x, des racines prises dans un ordre déterminé, ces équa- 
tions peuvent être définies soit en disant que les fonctions 
cycliques des racines sont rationnelles en À, B, C, etc., 
soit en disant qu'on a les relations 


ie ns le), rl (ram 8 an) 


(*) On nomme fonction cyclique de n quantités x,, x,,..., 2, , l’ex- 
pression (x, + ox, +ox,+..,.+0"lx,)", où « est racine de «= r. 


II. 42 
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où 0 (x) est une fonction entière de x dont les coefficients 
sont rationnels en À, B, C, etc. Nous reviendrons tout 
à l’heure sur ces équations dont la considération est du 
plus haut intérêt au point de vue de l’analyse et de la théo- 
rie des nombres, et aussi, comme on le voit, au point de 
vue de PAlgèbre proprement dite. 

» Un nouvel examen des formes (1) et (2) fournit encore 
une détermination plus précise des quantités R qui figu- 
rent dans la seconde. On doit avoir, en effet, 

(3) Dane (r Morges OT A r 


x x X D XI ONE D OU AN VAT NAT 
OÙ 77, etc., sont les p— 1 racines d’une équation 
abélienne quelconque du degré x — 1, c’est-à-dire où les 
fonctions symétriques et les fonctions cycliques des quan- 
utés r (prises dans l’ordre des indices) sont rationnelles 
en À, B, CG, etc., où, de plus, F (7) est une fonction ra- 
tionnelle de r et de À, B, C, etc., et où enfin y,, désigne 
le plus petit reste positif de 2” suivant le module, g étant 
une racine primitive de p. Si l’on substitue cette valeur 
de R, dans l'expression (2), on obtient une forme qui, 


non-seulement renferme toutes les expressions satisfaisant 
au problème, mais, ce qui est ici le plus essentiel, n'en 
renferme pas d’autres. En d’autres termes, la forme ainsi 
obtenue vérifie identiquement une équation du degré y 
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de A, 
B, C, etc. Les autres racines s’obtiennent par la combi- 
naison des diverses valeurs des radicaux u°"”* dans la 
forme (2), de façon que la mn°"*° racine z,, est donnée par. 
la formule | 
1 Le I T 


(4) Sn = Po + RE HO RÉ Lo MRE +. osÉTAmRE 5: 
i e ; 3 


RTE 


w désignant une racine u””* imaginaire de l’unité, et les 
quantités R étant déterminées par la formule (3). 
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» De là il suit d’abord que, tandis que les fonctions 
symétriques des quantités z sont rationnelles en À, B, 
C, etc., les fonctions cycliques des mêmes quantités prises 
dans l’ordre des indices sont des fonctions rationnelles de 
À, B, C, etc., de 7, r:, ete., et de w. On voit par là que 
toute équation résoluble algébriquement d'un degré 
premier est une équation abélienne, quand on regarde 
comme connue une quantité p, qui elle-méme est racine 
d'une équation abélienne du degré u. — 1, ou bien encore 
que les u racines d’une équation résoluble sont toujours 
lices entre elles de facon que l’on ait 


LEA TER A CAT RE af (2, pi) 


où f (z, p1) désigne une fonction rationnelle de z, de p; 
COUR QD CIC Ne OU 0 st la racine dune 
équation abélienne dont les coefficients sont des fonce- 
tions rationnelles .de À, B, C, etc. Cette relation entreles 
racines de toute équation résoluble est d’ailleurs la vraie 
source de la propriété assignée par Abel et Galois comme 
le caractère spécial des équations résolubles d’un degré 
premier, savoir : que chaque racine doit étre une fonc- 
tion rationnelle des deux autres. Parmi les conséquerices 
intéressantes qui découlent des résultats précédents, je 
me bornerai à une seule : c’est que la quantité r, étant 
racine d’une équation abélienne du degré — 1 et ne 
contenant que des radicaux dont les indices sont diviseurs 
de 4 — 1 ou pouvant être ramenée à n’en contenir que 
de tels, la racine elle-même de toute équation résoluble 


(*) J'ai fait dans ce passage quelques corrections qui m'ont été indi- 
quées par M. Kronecker lui-même. La quantité que nous représentons ici 
par p, Se trouve désignée, à tort, dans les Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences de Berlin, par la lettre r,. Cette nouvelle racine p, dépend de la 
racine r, d’une manière très-simple; toutefois ces deux quantités sont 
différentes entre elles. 
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pourra s'exprimer par les radicaux dont on vient de par- 
ler et par des radicaux d'indice w. Abel (autant que je 
le sache) n'a fait cette importante remarque que pour 
= 5 et, pour ce cas, il a donné la forme la plus géné- 
rale de la racine d’une équation résoluble (tome IT des 
OEuvres complètes, p. 253). Mais il faut observer qu’il 
s’est borné, dans cette recherche, aux équations dont les 
coefficients sont des nombres entiers. 

» Le problème primitif est maintenant ramené, en 
vertu de l’équation (3), à trouver la forme la plus géné- 
rale de la quantité ou, pour mieux dire, de l’expression r. 
D'après ce qu’on a établi ci-dessus au sujet de r, r:, etc., 
ce second problème peut s’énoncer ainsi : 


» Le nombre n étant donné, trouver la forme la plus 
générale d’une fonction algébrique de À, B, C, etc., 
telle que, parmi les diverses expressions qui résultent de 
la combinaison des valeurs des radicaux dans cette 
fonction, il y en ait n dont les fonctions symétriques et 
cycliques (celles-ci étant relatives à un ordre détérminé 
des n expressions) soient rationnelles en À, B, C, etc. 


» Et l’on voit que ce second problème, énoncé en gros 
pour ainsi dire, revient à trouver toutes les équations 
abéliennes, comme le problème primitif consistait, eñ 
quelque sorte, à trouver toutes les équations résolubles. 

» En traitant ce second problème, on se trouve ramené 
à distinguer les cas où z est un nombre premier, ou une 
puissance de nombre premier, ou un nombre composé 
quelconque : mais ce dernier cas se ramène aux deux 
autres; car la solution du problème pour un nombre 
composé 7 s'obtient dès qu’on l’a résolu pour les cas où 
le degré de l’équation abélienne est une des puissances de 
nombre premier contenues dans 7. D'ailleurs, à part 
quelques complications, le problème n'offre pas plus de 


SECTION Ve — CHAPITRE V. 661 


difficultés pour une puissance de nombre premier que 
pour un nombre premier. Seulement, dans le cas le plus 
simple en apparence, où 7 est égal au cube ou à une puis- 
sance plus élevée de 2, la méthode que j’ai employée avec 
succès dans tous les autres cas ne suffit plus à la solution 
complète du problème, et je n’ai pas encore trouvé la 
modification qu'elle exige alors. Comme la solution du 
problème primitif pour le nombre premier y exige la so- 
lution du second problème pour ñ—p—1,je ne pour- 
rais donc, jusqu’à présent, donner le résultat complet 
que pour les nombres premiers w qui ne sont pas de la 
forme 8h +1. Il suffira, du reste, au but de cette com- 
munication préliminaire et pour éclaircir la matière, 
d'examiner ici le cas du second problème, où z est un 
nombre premier impair. Je ne donnerai pas seulement le 
résultat relatif à ce cas, mais j'indiquerai brièvement la 
méthode qui m'y a conduit, attendu qu’elle est extrème- 
ment simple et qu’elle fournit les principes essentiels 
pour la solution de ce second problème dans les autres 
cas, et aussi pour la solution du problème primitif. 

» En conservant les notations employées par Abel 
(dans le Mémoire n° XI déjà cité du tome [°" des Œuvres 
complètes), et en ayant égard à la définition déjà donnée 
des équations abéliennes, on peut énoncer comme il suit 
le problème dont il s’agit : 

» Trouver la fonction algébrique la plus générale 2, 
de À, B, C, etc., satisfaisant à une équation du n'°"° de- 
gré, et telle que cette fonction z, et les autres racines z:, 
Zap.) 21 de l'équation vérifient les relations 


z1— 0 (%), CS Ut Ze AE > Zoo (ae ts 


où 0(z) est une fonction rationnelle de z et de À, B, 
C, etc. 


» Admettons que 7 soit un nombre premier, et adop- 
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tant une notation introduite par M. Jacobi, posons 
ZE OIL EE Zoe FE Point NS Le 


où « désigne une racine n°"° de l’unité ; nous aurons 


(5) TN EE HIS z) + aT* (æ, z) PT fais 2) ee etat PO z). 


En suivant la marche tracée par Abel, on montrera en- 
suite que, pour tout nombre entier x, on a les équations 


! 


(æ, 2) 


= (,z)o(a), (a, a) = (2%, 2) o(a), 
(æÿ, AE (af z) pla), .. 


où @(x) est une fonction rationnelle de & et de À, B, 
C, etc. 

» Si maintenant on met pour z une racine primitive g 
du nombre premier », tellement choisie que g"7!— 1 ne 
soit divisible par aucune puissance de 7 plus élevée que 
la première, on obtiendra des équations de cette forme, 


(6) 


(a, 2)8—{(a8, z) fa), (as, z)s — (as”, AREAS 
(as, ze — (os Pit TE 


Elevons la première de ces équations à Ja puissance g"?, 
la seconde à la puissance g""#, et ainsi de suite, puis mul- 
tiplions-les membre à membre; il viendra 


(D Ce (PT (ah. (a) 


Posons à présent 


ER LS 


m n'étant pas divisible par n, d’après la supposition pré- 
cédemment faite; nous aurons, en vertu de l’équa- 
tion (6), 


(æ, 2) fe, 2) = (omis) pa), 
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et, en substituant dans l’équation (7), nous trouverons 


(en, a)" g (a) Pa) (ar) (ae), 


résultat qui subsiste pour chacune des valeurs de «, 
comme on peut le démontrer, et qu'on mettra aisément 
sous cette forme, 


1 
he 
(a, z) = F(a") PO ICONTIC ON A En Cu ‘A 
» Ici il faut entendre par chacun des exposants frac- 
tionnaires contenus dans la parenthèse, non pas cet expo- 
sant lui-même, mais son plus petit résidu positif relati- 
vement au module 7 ; d’ailleurs F (x) désigne comme f(x) 
une fonction rationnelle de & et de À, B, C, ete. Cette 
expression de (æ”, z) étant substituée dans l'équation (5), 
on obtient une forme que z, doit nécessairement avoir, 


et qui satisfait toujours au problème, quelles que soient 
les fonctions rationnelles de «x et de A, B, C, etc., qu’on 
prenne pour f(x) et F (x). 

» La comparaison de ce résultat avec la forme générale 
donnée ci-dessus des racines d’une équation résoluble du 
degré conduit à des propositions intéressantes : mais 
des conséquences plus intéressantes encore se tirent de 
la comparaison de l’expression (8), en y supposant que À, 
B, C, etc., soient des nombres entiers, avec l’expression 
correspondante que fournissent certaines équations abé- 
liennes qui se présentent dans la théorie de la division du 
cercle, particulièrement avec la forme très-remarquable 
donnée pour (+, x) par M. Kummer (Journal de Crelle, 
t. XXXV, p. 363). Cette comparaison fournit en effet le 
théorème suivant, qui a lieu non-seulement pour un 
degré premier, mais dans tous les cas, savoir que: 


» Les racines de toute équation abclienne à coeffi = 


s 
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cients entiers peuvent étre exprimées rationnellement au 
moyen des racines de l’unite. 


» Aïnsi, ces équations abéliennes générales ne sont rien 
autre chose en réalité que les équations de la division du 
cercle. 

» Il existe une relation pareille entre les racines des 
équations abéliennes dont les coeflicients sont des nom- 


bres complexes de la forme a + D V— r et les racines des 
équations qui se présentent dans la division de la lemnis- 
cale : on peut généraliser ce résultat et l'étendre à toutes 
les équations abéliennes dont les coefficients contiennent 
des nombres irrationnels déterminés et racines d’équa- 
tions algébriques. 

» J'ajoute encore une remarque : si l’on applique à la 
forme (3) le théorème précédent sur les racines des équa- 
tions abéliennes à coeflicients entiers, on trouve que la 
racine de toute équation résoluble du degré y à coeflicients 
entiers peut être regardée comme une somme de racines 
p*"* de nombres complexes rationnels formés avec les 
racines de l’unité. Ainsi, la forme nécessaire et suflisante 
la plus générale de toute racine d’une équation résoluble” 
du degré x à coeflicients entiers s’exprime au moyen de 
ces nombres complexes : toutefois, la recherche effective 
de cette forme exige une suite de propositions sur les 
nombres qui dépasseraient les bornes de cette communi- 
cation. » 


FIN DU TOME SECOND. 
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